
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

第二章 矩阵与向量

王征宇

南京大学数学系
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵与向量的概念

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

矩阵/表格 向量/有序数组
𝑚 = 1 矩阵 = 行向量
𝑛 = 1 矩阵 = 列向量

𝑣𝑒𝑐(𝐴) = (
𝐴的第1列

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑎11, 𝑎21, ⋯ , 𝑎𝑚1,
𝐴的第2列

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑎12, 𝑎22, ⋯ , 𝑎𝑚2, ⋯⋯ ,
𝐴的第𝑛列

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑎1𝑛, 𝑎2𝑛, ⋯ , 𝑎𝑚𝑛)𝑇⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
矩阵的向量化

▶ 零矩阵（0 的地位?）与单位矩阵（1 的地位?）

0𝑚×𝑛 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠𝑚×𝑛

, 𝐼𝑛 = 𝐸𝑛 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵与向量的概念（续）

▶ 零向量、单位坐标向量、幺向量

0 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝜖𝑖 = 𝑒𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
⋮
0
1
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

← 𝑖 − 𝑡ℎ

(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)

▶ 对角矩阵 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛)、数量矩阵

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑐1 0 ⋯ 0
0 𝑐2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑐𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

,
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑐 0 ⋯ 0
0 𝑐 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑐

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵与向量的概念（续）

▶ 上三角矩阵、下三角矩阵

“扁”
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑚 𝑎1,𝑚+1 ⋯ 𝑎1𝑛
0 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑚 𝑎2,𝑚+1 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎𝑚𝑚 𝑎𝑚,𝑚+1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

“瘦”

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
0 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋱ 𝑎𝑛𝑛
0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

上三角矩阵：
𝑖 > 𝑗 ⇒ 𝑎𝑖𝑗 = 0

下三角矩阵：
𝑖 < 𝑗 ⇒ 𝑎𝑖𝑗 = 0

王征宇 第二章 矩阵与向量



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（一元运算，行列式与转置）

同型矩阵才可能相等：(𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛，若 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 (∀𝑖, 𝑗)
▶ 矩阵的转置，(𝐴𝑇 )𝑇 = 𝐴

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠𝑚×𝑛

对称：𝐴 = 𝐴𝑇

反对称：𝐴 = −𝐴𝑇

𝐴′

𝐴𝑇 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎21 ⋯ 𝑎𝑚1
𝑎12 𝑎22 ⋯ 𝑎𝑚2
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠𝑛×𝑚

(𝐴𝑇 )𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖
对称、反对称
均为方阵！

▶ 方阵的行列式：|(𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛| = |𝐴| = 𝑑𝑒𝑡(𝐴)；|𝐴𝑇 | = |𝐴|

王征宇 第二章 矩阵与向量



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，加法）

▶ 矩阵的加法，两个同型矩阵才能相加：

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

+
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑏𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12 ⋯ 𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + 𝑏22 ⋯ 𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1 𝑎𝑚2 + 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 + 𝑏𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐴+𝐵 = 𝐵 +𝐴
𝐴± 0 = 𝐴
(−𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
↑负矩阵

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴+ (𝐵 + 𝐶) (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 +𝐵𝑇

|𝐴 + 𝐵| ≠ |𝐴| + |𝐵|! −𝐴 = 0 − 𝐴 负矩阵
𝐴−𝐵 ∶= 𝐴 + (−𝐵) 减法 = 加法与数乘复合
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，数乘）

▶ 矩阵的数乘（一个数 𝜆 与一个矩阵 𝐴 的运算）：

𝜆
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆𝑎11 𝜆𝑎12 ⋯ 𝜆𝑎1𝑛
𝜆𝑎21 𝜆𝑎22 ⋯ 𝜆𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝜆𝑎𝑚1 𝜆𝑎𝑚2 ⋯ 𝜆𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝜆(𝐴 + 𝐵) = 𝜆𝐴 + 𝜆𝐵 0 ⋅ 𝐴 = 0𝑚×𝑛, 1 ⋅ 𝐴 = 𝐴
(𝜆 + 𝜇)𝐴 = 𝜆𝐴 + 𝜇𝐴 (−1) ⋅ 𝐴 = −𝐴 ← 负矩阵
𝜆(𝜇𝐴) = (𝜆𝜇)𝐴 (𝜆𝐴)𝑇 = 𝜆𝐴𝑇

∣
∣
∣
∣

𝜆𝑎11 𝜆𝑎12 ⋯ 𝜆𝑎1𝑛
𝜆𝑎21 𝜆𝑎22 ⋯ 𝜆𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝜆𝑎𝑛1 𝜆𝑎𝑛2 ⋯ 𝜆𝑎𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
= 𝜆𝑛

∣
∣
∣
∣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，乘法）

▶ 矩阵的乘法，左矩阵的列数 = 右矩阵行数：

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

×
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑘
𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏𝑛𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑘
𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 ⋯ 𝑐𝑚𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, ⋯ , 𝑎𝑖𝑛 ← 𝐴的𝑖行
𝑏1𝑗, 𝑏2𝑗, ⋯ , 𝑏𝑛𝑗 ← 𝐵的𝑗列
𝑐𝑖𝑗 =

𝑛
∑
𝑠=1

𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑗

𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴, 举反例？ 𝜆(𝐴𝐵) = (𝜆𝐴)𝐵 = 𝐴(𝜆𝐵)
(𝐴 + 𝐶)𝐵 = 𝐴𝐵 + 𝐶𝐵 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 +𝐴𝐶
𝐴0𝑛×𝑘 = 0𝑚×𝑘, 0𝑘×𝑚𝐴 = 0𝑘×𝑛 𝐴𝐸𝑛 = 𝐴, 𝐸𝑚𝐴 = 𝐴
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，乘法结合律、乘法与转置）

▶ (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，(𝑏𝑖𝑗)𝑛×𝑘，(𝑐𝑖𝑗)𝑘×𝑟，(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)

[(𝐴𝐵)𝐶]𝑖𝑗 =
𝑘

∑
𝑠=1

(𝐴𝐵)𝑖𝑠𝑐𝑠𝑗 =
𝑘

∑
𝑠=1

(𝐴𝐵)𝑖𝑠
⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑡=1

𝑎𝑖𝑡𝑏𝑡𝑠 𝑐𝑠𝑗

=
𝑛

∑
𝑡=1

𝑎𝑖𝑡
𝑘

∑
𝑠=1

𝑏𝑡𝑠𝑐𝑠𝑗
⏟⏟⏟⏟⏟

(𝐵𝐶)𝑡𝑗

= [𝐴(𝐵𝐶)]𝑖𝑗

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑛×𝑘，(𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇

[(𝐴𝐵)𝑇 ]𝑖𝑗 = (𝐴𝐵)𝑗𝑖 =
𝑛

∑
𝑠=1

𝑎𝑗𝑠𝑏𝑠𝑖 𝑎𝑗𝑠 = (𝐴𝑇 )𝑠𝑗,

=
𝑛

∑
𝑠=1

(𝐵𝑇 )𝑖𝑠(𝐴𝑇 )𝑠𝑗 = (𝐵𝑇𝐴𝑇 )𝑖𝑗 𝑏𝑠𝑖 = (𝐵𝑇 )𝑖𝑠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，乘法与行列式-1）
▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛，𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑛×𝑛，|𝐴𝐵| = |𝐴||𝐵|，记 𝐶 = 𝐴𝐵

|𝐴||𝐵| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛 0 0 ⋯ 0
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛 0 0 ⋯ 0
−− −− −− −− −− −− −− −−
−1 0 ⋯ 0 𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
0 −1 ⋯ 0 𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ −1 𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎11
𝑎12
⋮

𝑎1𝑛

𝑟1 + 𝑎11𝑟𝑛+1
𝑟1 + 𝑎12𝑟𝑛+2
⋮
𝑟1 + 𝑎1𝑛𝑟𝑛+𝑛

⇒ 0 0 ⋯ 0

𝑐11=(𝐴𝐵)11
⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎1𝑗𝑏𝑗1

𝑐12=(𝐴𝐵)12
⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎1𝑗𝑏𝑗2 ⋯

𝑐1𝑛=(𝐴𝐵)1𝑛
⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎1𝑗𝑏𝑗𝑛
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，乘法与行列式-2）

|𝐴||𝐵| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 ⋯ 0 𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛 0 0 ⋯ 0
−− −− −− −− −− −− −− −−
−1 0 ⋯ 0 𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
0 −1 ⋯ 0 𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ −1 𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎21
𝑎22
⋮

𝑎2𝑛

𝑟2 + 𝑎21𝑟𝑛+1
𝑟2 + 𝑎22𝑟𝑛+2
⋮
𝑟2 + 𝑎2𝑛𝑟𝑛+𝑛

⇒ 0 0 ⋯ 0

𝑐21=(𝐴𝐵)21
⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎2𝑗𝑏𝑗1

𝑐22=(𝐴𝐵)22
⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎2𝑗𝑏𝑗2 ⋯

𝑐2𝑛=(𝐴𝐵)2𝑛
⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎2𝑗𝑏𝑗𝑛
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，乘法与行列式-3）

|𝐴||𝐵| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 ⋯ 0 𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑛
0 0 ⋯ 0 𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛 0 0 ⋯ 0
−− −− −− −− −− −− −− −−
−1 0 ⋯ 0 𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
0 −1 ⋯ 0 𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ −1 𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎21
𝑎22
⋮

𝑎2𝑛

𝑟𝑛 + 𝑎𝑛1𝑟𝑛+1
𝑟𝑛 + 𝑎𝑛2𝑟𝑛+2
⋮
𝑟𝑛 + 𝑎𝑛𝑛𝑟𝑛+𝑛

⇒ 0 0 ⋯ 0

𝑐𝑛1=(𝐴𝐵)𝑛1

⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑛𝑗𝑏𝑗1

𝑐𝑛2=(𝐴𝐵)𝑛2

⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑛𝑗𝑏𝑗2 ⋯

𝑐𝑛𝑛=(𝐴𝐵)𝑛𝑛

⏞⏞⏞⏞⏞𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑛𝑗𝑏𝑗𝑛
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，乘法与行列式-4）

|𝐴||𝐵| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 ⋯ 0 𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑛
0 0 ⋯ 0 𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 ⋯ 𝑐𝑛𝑛

−− −− −− −− −− −− −− −−
−1 0 ⋯ 0 𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
0 −1 ⋯ 0 𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ −1 𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑐1 ↔ 𝑐𝑛+1
𝑐2 ↔ 𝑐𝑛+2
⋮
𝑐𝑛 ↔ 𝑐𝑛+𝑛

⇒ (−1)𝑛|𝐴||𝐵| = ∣ 𝐶 0
𝐵 −𝐸𝑛

∣ = (−1)𝑛|𝐶|
|𝐴||𝐵| = |𝐶| = |𝐴𝐵|
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，向量相乘）

▶ 行向量乘以列向量 = 数（内积？）

(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=𝑦𝑇

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 = 𝑦𝑇𝑥

▶ 列向量乘以行向量 = 矩阵（秩一？）

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
⋮

𝑥𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛) =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1𝑦1 𝑥1𝑦2 ⋯ 𝑥1𝑦𝑛
𝑥2𝑦1 𝑥2𝑦2 ⋯ 𝑥2𝑦𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑥𝑚𝑦1 𝑥𝑚𝑦2 ⋯ 𝑥𝑚𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑥𝑦𝑇

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
⋮

𝑥𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

1×1
⏞𝑦1 = 𝑦1

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
⋮

𝑥𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

矩阵乘法 =数乘

约定：向量 = 列向量
王征宇 第二章 矩阵与向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，矩阵向量相乘）

▶ 线性方程组的矩阵表示 𝐴𝑥 = 𝑏

𝐴𝑥 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛= 𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

▶ 𝐴𝑒𝑗 = 第 𝑗 列，𝑒𝑇𝑖 𝐴 = 第 𝑖 行

𝐴𝑒𝑗 = (𝑎1𝑗, 𝑎2𝑗, ⋯ , 𝑎𝑚𝑗)𝑇 , 𝑒𝑇𝑖 𝐴 = (𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, ⋯ , 𝑎𝑖𝑛)
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的运算（续，方阵的乘幂、矩阵函数）

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛，𝑓(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑡𝑘，矩阵多项式？

𝐴𝑚 =
𝑚 个 𝐴

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐴×𝐴×⋯×𝐴, 𝐴0 = 𝐸𝑛
𝑓(𝐴) = 𝑎0𝐸𝑛 + 𝑎1𝐴+⋯+ 𝑎𝑘𝐴𝑘

𝑓(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑡𝑘，𝑔(𝑡) = 𝑏0 + 𝑏1𝑡 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑡𝑚，
ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)（𝑚+ 𝑘 次多项式）

𝑓(𝐴)𝑇 = 𝑓(𝐴𝑇 ), ℎ(𝐴) = 𝑓(𝐴)𝑔(𝐴) = 𝑔(𝐴)𝑓(𝐴)
▶ 多项式的商称为有理函数，有理矩阵函数？一般函数

sin(𝑡), ⋯？可交换 𝑓(𝐴)𝑔(𝐴) = 𝑔(𝐴)𝑓(𝐴)？

𝑓(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑡𝑘
𝑏0 + 𝑏1𝑡 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑡𝑚 , ℎ(𝐴)?
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的逆与除法（逆矩阵的引入）

除法 = 乘法与倒数复合。（1）推广倒数；（2）定义除法，左右？

数 𝑎, 𝑏 ∣ 𝑎 × 𝑏 = 1
𝑏 × 𝑎 = 1 ⇒ 𝑏 = 1

𝑎 = 𝑎−1, 𝑎 = 1
𝑏 = 𝑏−1 倒数/逆

𝐴𝑚×𝑛
𝐵𝑛×𝑘

∣
∣
∣
∣
∣

𝑚×𝑘
⏞𝐴𝐵 = 𝐸𝑚 ⇒ 𝑚 = 𝑘

⇓ 𝑚 > 𝑛, 𝐴𝐵 ≠ 𝐸𝑚
𝐵𝐴⏟
𝑛×𝑛

= 𝐸𝑛 𝑚 > 𝑛, 𝐵𝐴 ≠ 𝐸𝑛

⇒ 𝑚 = 𝑛 = 𝑘

给定 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 与 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑛×𝑛（方阵），

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐸𝑛 ⇔ 𝐵 = 𝐴−1, 𝐴 = 𝐵−1 逆矩阵

若 𝐴 有逆矩阵，则称之为可逆，核心概念，存在、唯一？计算？
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

逆矩阵的存在唯一性

给定 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛（方阵），若可逆，即存在 𝐵 = 𝐴−1

𝐴𝐵
𝐵𝐴 = 𝐸 ⇒ |𝐴||𝐵| = |𝐴𝐵| = |𝐸| = 1 ⇒ |𝐴−1| = 1

|𝐴|

▶ 如果 𝐴 可逆，则 |𝐴| ≠ 0；（是否充分呢？）
伴
随
矩
阵

𝐴∗ =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴11 𝐴21 ⋯ 𝐴𝑛1
𝐴12 𝐴22 ⋯ 𝐴𝑛1
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 ⋯ 𝐴𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐴−1 = 1
|𝐴|𝐴

∗, (𝐴∗)−1 = 1
|𝐴|𝐴

|𝐴𝐴∗| = ||𝐴|𝐸𝑛| = |𝐴|𝑛
|𝐴∗| = |𝐴|𝑛−1

(𝐴𝐴∗)𝑖𝑗 =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘
𝐴𝑗𝑘

⏞(𝐴∗)𝑘𝑗

(𝐴∗𝐴)𝑖𝑗 =
𝑛

∑
𝑘=1

(𝐴∗)𝑖𝑘⏟
𝐴𝑘𝑖

𝑎𝑘𝑗

⎫}}}
⎬}}}⎭

= { |𝐴| 𝑖 = 𝑗
0 𝑖 ≠ 𝑗

=|𝐴|𝐸𝑛

⏞⏞⏞⏞⏞𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴
𝐴 1
|𝐴|𝐴

∗ = 1
|𝐴|𝐴

∗𝐴
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐸𝑛
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

逆矩阵的存在唯一性（续）

▶ |𝐴| = 0，𝐴 没有逆矩阵，称为不可逆、奇异、退化；
▶ |𝐴| ≠ 0，𝐴 有逆矩阵；𝐴1, 𝐴2, ⋯ ,𝐴𝑘 均为方阵，

𝐴 = 𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑘 逆矩阵当且仅当每个 𝐴𝑖（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘）可逆，

𝐴−1
𝑘 ⋯

=𝐸𝑛

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐴−1
2 𝐴−1

1 𝐴1⏟
𝐸𝑛

𝐴2 ⋯𝐴𝑘 = 𝐸𝑛

(𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑘)−1 = 𝐴−1
𝑘 ⋯𝐴−1

2 𝐴−1
1

𝐴𝑛×𝑛𝐵𝑛×𝑛 = 𝐸𝑛 ⇒ |𝐴| ≠ 0, |𝐵| ≠ 0
𝐴𝐵 = 𝐸𝑛或者 ⇒ 𝐵 = 𝐴−1𝐴𝐵 = 𝐴−1𝐸𝑛 = 𝐴−1

𝐵𝐴 = 𝐸𝑛，一个 𝐴 = 𝐴𝐵𝐵−1 = 𝐸𝑛𝐵−1 = 𝐵−1

条件即可保证𝐴可逆 ⇒ 𝐵𝐴 = 𝐸𝑛 先决条件𝐴,𝐵是方阵
王征宇 第二章 矩阵与向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

可逆矩阵与伴随矩阵（续）

▶ 𝐴 可逆，𝜆 ≠ 0，则 𝐴−1、𝐴∗ 与 𝐴𝑇 可逆，

𝐴𝑇 (𝐴−1)𝑇 = (𝐴−1𝐴)𝑇 = 𝐸𝑇
𝑛 = 𝐸𝑛 ⟹ (𝐴𝑇 )−1 = (𝐴−1)𝑇

𝜆𝐴𝜆−1𝐴−1 = 𝐴𝐴−1 = 𝐸𝑛 ⟹ (𝜆𝐴)−1 = 𝜆−1𝐴−1

𝐴𝐴−1(𝐴−1)𝑇 = 𝐸𝑛(𝐴−1)𝑇 ⟹ (𝐴𝑇 )−1 = (𝐴−1)𝑇
𝐴不可逆�𝐴∗, (𝐴∗)∗ ? 𝐴−1 = 1

|𝐴|𝐴∗ ⟹ (𝐴∗)−1 = 1
|𝐴|𝐴

▶ 上（下）三角矩阵的逆矩阵是上（下）三角的；
▶ 对称矩阵的逆矩阵是对称的；

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋱ ⋮
𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

观察，有对角元为 0
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑖 < 𝑗 ⇒ 𝑀𝑖𝑗 = 0
⇒ 𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴∗下三角部分

⇒ 𝐴∗上三角

王征宇 第二章 矩阵与向量



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的分块

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴11 𝐴12 ⋯ 𝐴1𝑘
𝐴21 𝐴22 ⋯ 𝐴2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐴𝑠1 𝐴𝑠2 ⋯ 𝐴𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑚1
𝑚2
⋮

𝑚𝑠
𝑚1 +𝑚2 +⋯+𝑚𝑠 = 𝑚 𝑛1 𝑛2 ⋯ 𝑛𝑘

𝑛1 + 𝑛2 +⋯+ 𝑛𝑘 = 𝑛 𝐴𝑝𝑞 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚𝑝×𝑛𝑞
不是代数余子式

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
−− −− −− −−
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
−− −− −− −−
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

−− −− −− −−
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

← 𝛽𝑇
1

← 𝛽𝑇
2

⋮

← 𝛽𝑇
𝑚

𝛽𝑇
𝑖 = (𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, ⋯ , 𝑎𝑖𝑛)

按 𝑚1 = ⋯ = 𝑚𝑠 = 1
行 𝑛1 = 𝑛
分 𝑠 = 𝑚, , 𝑘 = 1
块 𝑚个𝑛维行向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的分块（续）

𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑘

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

按 𝑛1 = ⋯ = 𝑛𝑘 = 1
列 𝑚1 = 𝑚
分 𝑠 = 1, , 𝑘 = 𝑛
块 𝑛个𝑚维列向量

𝛼𝑗 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1𝑗
𝑎2𝑗
⋮
𝑎𝑚𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

▶ 分块矩阵的转置运算

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴11 𝐴12 ⋯ 𝐴1𝑘
𝐴21 𝐴22 ⋯ 𝐴2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐴𝑠1 𝐴𝑠2 ⋯ 𝐴𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑇

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴𝑇
11 𝐴𝑇

21 ⋯ 𝐴𝑇
𝑠1

𝐴𝑇
12 𝐴𝑇

22 ⋯ 𝐴𝑇
22

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝐴𝑇

1𝑘 𝐴𝑇
2𝑘 ⋯ 𝐴𝑇

𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑛1
𝑛2
⋮
𝑛𝑘

𝑚1 𝑚2 ⋯ 𝑚𝑠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的分块（续，加法）

▶ 分块矩阵的加法与数乘运算
𝑚1
𝑚2
⋮

𝑚𝑠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴11 𝐴12 ⋯ 𝐴1𝑘
𝐴21 𝐴22 ⋯ 𝐴2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐴𝑠1 𝐴𝑠2 ⋯ 𝐴𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

+
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐵11 𝐵12 ⋯ 𝐵1𝑘
𝐵21 𝐵22 ⋯ 𝐵2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 ⋯ 𝐵𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑚1
𝑚2
⋮

𝑚𝑠
𝑛1 𝑛2 ⋯ 𝑛𝑘 𝑛1 𝑛2 ⋯ 𝑛𝑘

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴11 +𝐵11 𝐴12 +𝐵12 ⋯ 𝐴1𝑘 +𝐵1𝑘
𝐴21 +𝐵21 𝐴22 +𝐵22 ⋯ 𝐴2𝑘 +𝐵2𝑘

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝐴𝑠1 +𝐵𝑠1 𝐴𝑠2 +𝐵𝑠2 ⋯ 𝐴𝑠𝑘 +𝐵𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

同型矩阵

分块方式相同

𝜆
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴11 𝐴12 ⋯ 𝐴1𝑘
𝐴21 𝐴22 ⋯ 𝐴2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐴𝑠1 𝐴𝑠2 ⋯ 𝐴𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆𝐴11 𝜆𝐴12 ⋯ 𝜆𝐴1𝑘
𝜆𝐴21 𝜆𝐴22 ⋯ 𝜆𝐴2𝑘

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝜆𝐴𝑠1 𝜆𝐴𝑠2 ⋯ 𝜆𝐴𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

王征宇 第二章 矩阵与向量



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的分块（续，乘法）

▶ 分块矩阵的乘法运算
𝑚1
𝑚2
⋮

𝑚𝑠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐴11 𝐴12 ⋯ 𝐴1𝑘
𝐴21 𝐴22 ⋯ 𝐴2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐴𝑠1 𝐴𝑠2 ⋯ 𝐴𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

×
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐵11 𝐵12 ⋯ 𝐵1𝑘
𝐵21 𝐵22 ⋯ 𝐵2𝑘
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 ⋯ 𝐵𝑠𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑛1
𝑛2
⋮
𝑛𝑘

𝑛1 𝑛2 ⋯ 𝑛𝑘 𝑟1 𝑟2 ⋯ 𝑟𝑝

=
𝑚1
𝑚2
⋮

𝑚𝑠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐶11 𝐶12 ⋯ 𝐶1𝑝
𝐶21 𝐶22 ⋯ 𝐶2𝑝
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝐶𝑠1 𝐶𝑠2 ⋯ 𝐶𝑠𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐴的列数 = 𝐵的行数
𝐴的列的划分 = 𝐵的行的划分
𝐶的行的划分 = 𝐴的行的划分
𝐶的列的划分 = 𝐵的列的划分

𝑟1 𝑟2 ⋯ 𝑟𝑝
检查两个矩阵是否可以相乘，两个矩阵分块方式是否匹配
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的分块（续，常用的分块相乘）

𝐴𝐵 =

𝐴按行分块
⏞⏞⏞⏞⏞
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛼𝑇
1

𝛼𝑇
2
⋮

𝛼𝑇
𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

×𝐵 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛼𝑇
1 𝐵

𝛼𝑇
2 𝐵
⋮

𝛼𝑇
𝑚𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛼𝑇
𝑖 𝛽𝑗 =

𝑛
∑
𝑠=1

𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑗

(
𝑛

∑
𝑠=1

𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠1, ⋯ ,
𝑛

∑
𝑠=1

𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑘)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝛼𝑇
𝑖 𝐵 𝐴𝐵的一行

𝐴𝐵 = 𝐴
按列分块

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑘)
= (𝐴𝛽1, 𝐴𝛽2, ⋯ ,𝐴𝛽𝑘)

𝐴𝛽𝑗 = ⎛⎜
⎝

∑𝑛
𝑠=1 𝑎1𝑠𝑏𝑠𝑗

⋮
∑𝑛

𝑠=1 𝑎𝑚𝑠𝑏𝑠𝑗
⎞⎟
⎠

𝐴𝐵 的一列

(𝑒𝑇𝑖 𝐵 ∶取出𝐵的第𝑖行) 𝐸𝑚𝐵 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛽𝑇
1

𝛽𝑇
2 ,
⋮

𝛽𝑇
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

∣
∣
∣
∣

(𝐴𝑒𝑗 ∶取出𝐴的第𝑗列)
𝐴𝐸𝑛 = (𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛),
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的分块（续，常用的分块相乘）

𝐴𝐵 =

按行分块

⏞⏞⏞⏞⏞
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛼𝑇
1

𝛼𝑇
2
⋮

𝛼𝑇
𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛼𝑇
𝑖 𝛽𝑗 =数1×1

×(𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑘)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐵 按列分块

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛼𝑇
1 𝛽1 𝛼𝑇

1 𝛽2 ⋯ 𝛼𝑇
1 𝛽𝑘

𝛼𝑇
2 𝛽1 𝛼𝑇

2 𝛽2 ⋯ 𝛼𝑇
2 𝛽𝑘

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝛼𝑇
𝑚𝛽1 𝛼𝑇

𝑚𝛽2 ⋯ 𝛼𝑇
𝑚𝛽𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=𝛼1𝛽𝑇
1 +𝛼2𝛽𝑇

2 +⋯+𝛼𝑛𝛽𝑇
𝑛 , 𝑛个𝑚×𝑘矩阵之和

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞

𝐴𝐵 = (𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
按列分块

×
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛽𝑇
1

𝛽𝑇
2
⋮

𝛽𝑇
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴按行分块

=𝛼𝑖𝛽𝑇
𝑖 , 秩 1 矩阵？

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎1𝑖𝑏𝑖1 𝑎1𝑖𝑏𝑖2 ⋯ 𝑎1𝑖𝑏𝑖𝑘
𝑎2𝑖𝑏𝑖1 𝑎2𝑖𝑏𝑖2 ⋯ 𝑎2𝑖𝑏𝑖𝑘

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑚𝑖𝑏𝑖1 𝑎𝑚𝑖𝑏𝑖2 ⋯ 𝑎𝑚𝑖𝑏𝑖𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

分块矩阵相乘（续，向量组的线性组合与线性方程组）

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛽𝑇
1

𝛽𝑇
2
⋮

𝛽𝑇
𝑚

𝑥 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑦 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑦1
𝑦2
⋮

𝑦𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛
𝐴𝑥 = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛 ↑ 𝑥𝑗, 𝑦𝑖称为乘子
𝑦𝑇𝐴 = 𝑦1𝛽𝑇

1 + 𝑦2𝛽𝑇
2 +⋯+ 𝑦𝑚𝛽𝑇

𝑚 向量组的线性组合

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚
𝑥1 ⋅ 𝛼1 𝑥2 ⋅ 𝛼2 𝑥𝑛 ⋅ 𝛼𝑛 𝑏

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)𝑇
𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐴𝑥
𝐴𝑥 = 0/𝑏 ≠ 0 齐次/非齐次
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的分块（续，排列矩阵）

𝑒𝑖 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋮
0
1
0
⋮

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑃𝑛 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇𝑖1
𝑒𝑇𝑖2
⋮

𝑒𝑇𝑖𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

|𝑃𝑛| = ±1 奇偶排列, 排列的逆序数

= (𝑒𝑖2 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛) ← 排列矩阵
重排1, 2,⋯ , 𝑛 → 𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑛

𝑃𝑚𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇𝑖1
𝑒𝑇𝑖2
⋮

𝑒𝑇𝑖𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇𝑖1𝐴
𝑒𝑇𝑖2𝐴
⋮

𝑒𝑇𝑖𝑚𝐴

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑇𝑖1
𝑎𝑇𝑖2
⋮

𝑎𝑇𝑖𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑒𝑇𝑖 𝐴 = 𝑎𝑇𝑖 ∶ 𝐴的第𝑖行

← 𝐴的行向量重排

𝐴𝑃𝑛 = 𝐴(𝑒𝑖1 , 𝑒𝑖2 , ⋯ , 𝑒𝑖𝑛) =
𝐴𝑒𝑗=𝑎𝑇

𝑖 ∶𝐴的第𝑗列
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝐴𝑒𝑖1 , 𝐴𝑒𝑖2 , ⋯ ,𝐴𝑒𝑖𝑛) =

𝐴的列向量重排
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖2 , ⋯ , 𝛼𝑖𝑛)
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换与初等矩阵

▶ 第 𝑖 行/列与第 𝑘 行/列互换（位置对调）：𝑟𝑖 ↔ 𝑟𝑘/𝑐𝑖 ↔ 𝑐𝑘
▶ 常数 𝜆 ≠ 0 乘以第 𝑖 行/列（每一个元素）：𝜆 × 𝑟𝑖/𝜆 × 𝑐𝑖
▶ 第 𝑗 行/列的 𝜆 倍加到第 𝑖 行/列：𝑟𝑖 + 𝜆𝑟𝑗/𝑐𝑖 + 𝜆𝑐𝑗

(
=𝐸𝑛, 单位矩阵

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑒1 ⋯𝑒𝑖 ⋯𝑒𝑘 ⋯𝑒𝑛)
‖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1
⋮
𝑒𝑇𝑖
⋮
𝑒𝑇𝑘
⋮
𝑒𝑇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶
或者
𝑐𝑖↔𝑐𝑘⟶

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 𝑒𝑇1
⋱ ⋮

0 ⋯ 1 𝑒𝑇𝑘
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
1 ⋯ 0 𝑒𝑇𝑖

⋱ ⋮
1 𝑒𝑇𝑛

𝑒1 ⋯ 𝑒𝑘 ⋯ 𝑒𝑖 ⋯ 𝑒𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶𝐸(𝑖,𝑘) 初等矩阵，对称，排列矩阵，|𝐸(𝑖,𝑘)|=−1
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换与初等矩阵（续）

𝐸(𝑖, 𝑘)⏟
𝑚×𝑚

𝐴 =

1行
⋮

𝑖行
⋮

𝑘行
⋮

𝑛行

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1
⋮
𝑒𝑇𝑘
⋮
𝑒𝑇𝑖
⋮
𝑒𝑇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1 𝐴
⋮

𝑒𝑇𝑘𝐴
⋮

𝑒𝑇𝑖 𝐴
⋮

𝑒𝑇𝑛𝐴

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

交换了𝐴
的第𝑖行与𝑘行

← 𝐴的第𝑘个行向量

← 𝐴的第𝑖个行向量

𝐴𝐸(𝑖, 𝑘)⏟
𝑛×𝑛

= 𝐴( 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑘 ⋯ 𝑒𝑖 ⋯ 𝑒𝑛
1𝑠𝑡 ⋯ 𝑖𝑡ℎ ⋯ 𝑘𝑡ℎ ⋯ 𝑛𝑡ℎ ) 𝐴𝑒𝑗 = 𝛼𝑗

是𝐴的第𝑗列

= ( 𝐴𝑒1 ⋯ 𝐴𝑒𝑘 ⋯ 𝐴𝑒𝑖 ⋯ 𝐴𝑒𝑛
1𝑠𝑡 ⋯ 𝑖𝑡ℎ ⋯ 𝑘𝑡ℎ ⋯ 𝑛𝑡ℎ ) 交换了𝐴

的第𝑖列与𝑘列
= ( 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑘 ⋯ 𝛼𝑖 ⋯ 𝛼𝑛 )
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换与初等矩阵（续）

(
=𝐸𝑛, 单位矩阵
⏞⏞⏞⏞⏞𝑒1 ⋯𝑒𝑖 ⋯𝑒𝑛)

‖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1
⋮
𝑒𝑇𝑖
⋮
𝑒𝑇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝜆𝑟𝑖⟶
或者
𝜆𝑐𝑖⟶

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 𝑒𝑇1
⋱ ⋮

𝜆 𝜆𝑒𝑇𝑖
⋱ ⋮

1 𝑒𝑇𝑛
𝑒1 ⋯ 𝜆𝑒𝑖 ⋯ 𝑒𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶𝐸(𝑖(𝜆)) 初等矩阵，对角，|𝐸(𝑖(𝜆))|=𝜆

(𝜆 ≠ 0!!!)

𝐸(𝑖(𝜆))⏟
𝑚×𝑚

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1
⋮

𝜆𝑒𝑇𝑖
⋮
𝑒𝑇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1 𝐴
⋮

𝜆𝑒𝑇𝑖 𝐴
⋮

𝑒𝑇𝑛𝐴

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐸(𝑖(𝜆))左（右）乘𝐴 ∶ 𝜆乘以
𝐴的第𝑖行（列）每个元素
← 𝜆 ⋅ 𝐴的第𝑘个行向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换与初等矩阵（续）

(
=𝐸𝑛, 单位矩阵
⏞⏞⏞⏞⏞𝑒1 ⋯𝑒𝑖 ⋯𝑒𝑛)

‖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1
⋮
𝑒𝑇𝑖
⋮
𝑒𝑇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶
或者
𝑐𝑘+𝜆𝑐𝑖⟶

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋱
1 ⋯ 𝜆 𝑒𝑇𝑖 + 𝜆𝑒𝑇𝑘

⋱ ⋮
1 𝑒𝑇𝑘

⋱
𝑒𝑖 ⋯ 𝛼 ⋯ 𝛼 = 𝑒𝑘 + 𝜆𝑒𝑖

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶𝐸(𝑖,𝑘(𝜆)) 初等矩阵，三角矩阵，|𝐸(𝑖,𝑘(𝜆))|=1

𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1 𝐴
⋮

(𝑒𝑇𝑖 + 𝜆𝑒𝑇𝑘 )𝐴
⋮

𝑒𝑇𝑛𝐴

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))左乘𝐴 ∶ 𝐴第𝑘行的𝜆倍
加到𝐴的第𝑖行
𝐴(𝑖. ∶) + 𝜆𝐴(𝑘, ∶)

𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))右乘𝐴 ∶ 𝐴第𝑖列的𝜆倍
加到𝐴的第𝑘列
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换与初等矩阵（续）

(
=𝐸𝑛, 单位矩阵
⏞⏞⏞⏞⏞𝑒1 ⋯𝑒𝑖 ⋯𝑒𝑛)

‖

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1
⋮
𝑒𝑇𝑖
⋮
𝑒𝑇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶
或者
𝑐𝑘+𝜆𝑐𝑖⟶

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋱
1 ⋯ 𝜆 𝑒𝑇𝑖 + 𝜆𝑒𝑇𝑘

⋱ ⋮
1 𝑒𝑇𝑘

⋱
𝑒𝑖 ⋯ 𝛼 ⋯ 𝛼 = 𝑒𝑘 + 𝜆𝑒𝑖

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=∶𝐸(𝑖,𝑘(𝜆)) 初等矩阵，三角矩阵，|𝐸(𝑖,𝑘(𝜆))|=1

𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇1 𝐴
⋮

(𝑒𝑇𝑖 + 𝜆𝑒𝑇𝑘 )𝐴
⋮

𝑒𝑇𝑛𝐴

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))左乘𝐴 ∶ 𝐴第𝑘行的𝜆倍
加到𝐴的第𝑖行
𝐴(𝑖. ∶) + 𝜆𝐴(𝑘, ∶)
𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))右乘𝐴 ∶ 𝐴第𝑖列的𝜆倍
加到𝐴的第𝑘列
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换与初等矩阵（续）

𝐸
𝑟𝑖↔𝑟𝑘−−−−→
𝑐𝑖↔𝑐𝑘

𝐸(𝑖, 𝑘) 𝐴
𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶ 𝐸(𝑖, 𝑘)𝐴 𝐴

𝑐𝑖↔𝑐𝑘⟶ 𝐴𝐸(𝑖, 𝑘)

𝐸
𝜆𝑟𝑖−−→
𝜆𝑐𝑖

𝐸(𝑖(𝜆)) 𝐴
𝜆𝑟𝑖⟶ 𝐸(𝑖(𝜆))𝐴 𝐴

𝜆𝑐𝑖⟶ 𝐴𝐸(𝑖(𝜆))

𝐸
𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘−−−−→
𝑐𝑘+𝜆𝑐𝑖

𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆)) 𝐴
𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))𝐴 𝐴

𝑐𝑘+𝜆𝑐𝑖⟶ 𝐴𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))

𝐸
𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶ 𝐸(𝑖, 𝑘)

𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶ 𝐸 ⟹ 𝐸(𝑖, 𝑘)𝐸(𝑖, 𝑘)𝐸 = 𝐸
𝐸

𝜆𝑟𝑖⟶ 𝐸(𝑖(𝜆))
𝜆−1𝑟𝑖⟶ 𝐸 ⟹ 𝐸(𝑖(𝜆−1))𝐸(𝑖(𝜆)) = 𝐸

𝐸
𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))

𝑟𝑖−𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐸 ⟹ 𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))𝐸(𝑖, 𝑘(−𝜆)) = 𝐸

𝐸(𝑖, 𝑘)−1 = 𝐸(𝑖, 𝑘) 𝐸(𝑖(𝜆))−1 = 𝐸(𝑖(𝜆−1))
𝐸(𝑖, 𝑘(𝜆))−1 = 𝐸(𝑖, 𝑘(−𝜆)) 初等矩阵可逆，一次行/列变换施加于𝐸
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的行、列等价性

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 与 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛“行等价”（𝐴 𝑟→ 𝐵），如果

𝐴
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 与 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛“列等价”（𝐴 𝑐→ 𝐵），如果

𝐴
列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑄𝑗(1≤𝑗≤𝑠)
𝐵 = 𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 与 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛“等价”（𝐴 → 𝐵），如果

𝐴
行/列变换
⟶ ⋯

行/列变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖,𝑄𝑗

𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

“行等价”、“列等价”与“等价”为“等价关系”

▶ 自反性：𝐴 𝑐→ 𝐴

𝐴 = 𝑃−1
1 𝑃1𝐴 𝑃1, 𝑃−1

1 初等矩阵

▶ 对称性：如果 𝐴 𝑐→ 𝐵，则 𝐵 𝑐→ 𝐴

𝐵 = 𝑃1𝑃2 ⋯𝑃𝑘𝐴 ⇒ 𝐴 = (𝑃1𝑃2 ⋯𝑃𝑘)−1𝐵 = 𝑃−1
𝑘 ⋯𝑃−1

2 𝑃−1
1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑃−1
𝑖 初等矩阵

𝐵

▶ 传递性：如果 𝐴 𝑐→ 𝐵，𝐵 𝑐→ 𝐶，则 𝐴 𝑐→ 𝐶

𝐴 𝑐→ 𝐵 ⇒
𝑃𝑖 初等矩阵

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴,
𝑄𝑗 初等矩阵

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐶 = 𝑄𝑠 ⋯𝑄2𝑄1𝐵

⇒ 𝐶 = 𝑄𝑠 ⋯𝑄2𝑄1𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴
王征宇 第二章 矩阵与向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

行简化梯形矩阵

有限次行变换，能将矩阵 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 简化到什么程度？

𝐴
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴 行简化梯形矩阵

▶ 𝐵 的零行均在非零行的下方，

𝐵(𝑖, ∶) 为零行，如果： 𝑏𝑖1 = 𝑏𝑖2 = ⋯ = 𝑏𝑖𝑛 = 0

▶ 𝐵 的非零行自左向右第一个非零元，其位置为，

(1, 𝑗1), (2, 𝑗2), ⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟), 1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛

▶ 𝐵 的非零行自左向右第一个非零元为 1（“主 1”），
▶ 主 1 所在列中其余元素（𝑚− 1 个）均为 0。
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

行简化梯形矩阵（续）

𝐴
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴 行简化梯形矩阵

𝐵 有 𝑟 个非零行，即 𝐵 有 𝑟 个“主 1”，(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟)
1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛 𝑗1 = 1, 𝑗2 = 2,⋯ , 𝑗𝑟 = 𝑟

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑏1,𝑟+1 𝑏1,𝑟+2 ⋯ 𝑏1𝑛
0 1 ⋯ 0 𝑏2,𝑟+1 𝑏2,𝑟+2 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑏𝑟,𝑟+1 𝑏𝑟,𝑟+2 ⋯ 𝑏𝑟𝑛
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 𝛽𝑟+1 𝛽𝑟+2 ⋯ 𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛽𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏1𝑗
𝑏2𝑗
⋮

𝑏𝑟𝑗
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

行简化梯形矩阵（续）

𝐴
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴 行简化梯形矩阵

𝐵 = (𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑛) 有 𝑟 个“主 1”：(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟)

1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛, 𝛽𝑗1 = 𝑒1, 𝛽𝑗2 = 𝑒2, ⋯ , 𝛽𝑗𝑟 = 𝑒𝑟

𝛽𝑇
𝑗 = (𝑏1𝑗, 𝑏2𝑗, ⋯ , 𝑏𝑟𝑗,

位于零行

⏞0, ⋯, 0) = 𝑏1𝑗𝑒1 + 𝑏2𝑗𝑒2 +⋯+ 𝑏𝑟𝑗𝑒𝑟
= 𝑏1𝑗𝛽𝑗1 + 𝑏2𝑗𝛽𝑗2 +⋯+ 𝑏𝑟𝑗𝛽𝑗𝑟

▶ 有限次行变换必定可以将 𝐴 变换为“行简化梯形矩阵”；换
言之，𝐴 必定与某个行简化梯形矩阵行等价

𝐴 𝑟⟶行简化梯形矩阵
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

列简化梯形矩阵

有限次列变换，能将矩阵 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 简化到什么程度？

𝐴
列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑄𝑗(1≤𝑗≤𝑠)
𝐵 = 𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠 列行简化梯形矩阵

▶ 𝐵 的零列均在非零列的右方，

𝐵(∶, 𝑗) 为零列，如果： 𝑏1𝑗 = 𝑏2𝑗 = ⋯ = 𝑏𝑚𝑗 = 0

▶ 𝐵 的非零列自上至下第一个非零元，其位置为，

(𝑖1, 1), (𝑖2, 2), ⋯ , (𝑖𝑟, 𝑟), 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑟 ≤ 𝑚

▶ 𝐵 的非零列自上而下第一个非零元为 1（“主 1”），
▶ 主 1 所在行中其余元素（𝑛 − 1 个）均为 0。
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

列简化梯形矩阵（续）

𝐴
列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑄𝑗(1≤𝑗≤𝑠)
𝐵 = 𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠 列简化梯形矩阵

𝐵 有 𝑟 个非零列，即 𝐵 有 𝑟 个“主 1”，(𝑖1, 1), (𝑖2, 2), ⋯ , (𝑖𝑟, 𝑟),
1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑟 ≤ 𝑚 𝑖1 = 1, 𝑖2 = 2,⋯ , 𝑖𝑟 = 𝑟

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇1
0 1 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 ⋯ 0 𝑒𝑇𝑟

𝑏𝑟+1,1 𝑏𝑟+1,2 ⋯ 𝑏𝑟+1,𝑟 0 ⋯ 0 𝛽𝑇
𝑟+1

𝑏𝑟+2,1 𝑏𝑟+2,2 ⋯ 𝑏𝑟+2,𝑟 0 ⋯ 0 𝛽𝑇
𝑟+2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑏𝑚𝑟 0 ⋯ 0 𝛽𝑇

𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛽𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏𝑖1
𝑏𝑖2
⋮
𝑏𝑖𝑟
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

列简化梯形矩阵（续）

𝐴
列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑄𝑗(1≤𝑗≤𝑠)
𝐵 = 𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠 列简化梯形矩阵

𝐵 有 𝑟 个“主 1”，(𝑖1, 1), (𝑖2, 2), ⋯ , (𝑖𝑟, 𝑟),

1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑟 ≤ 𝑚 𝑖1 = 1, 𝑖2 = 2,⋯ , 𝑖𝑟 = 𝑟

𝛽𝑇
𝑖 = (𝑏𝑖1, 𝑏𝑖2, ⋯ , 𝑏𝑖𝑟,

位于零列

⏞0, ⋯, 0) = 𝑏𝑖1𝑒1 + 𝑏𝑖2𝑒2 +⋯+ 𝑏𝑖𝑟𝑒𝑟
= 𝑏𝑖1𝛽𝑖1 + 𝑏𝑖2𝛽𝑖2 +⋯+ 𝑏𝑖𝑟𝛽𝑖𝑟

▶ 有限次列变换必定可以将 𝐴 变换为“列简化梯形矩阵”；换
言之，𝐴 必定与某个列简化梯形矩阵列等价

𝐴 𝑐⟶列简化梯形矩阵

王征宇 第二章 矩阵与向量



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

标准型矩阵

有限次初等变换，能将矩阵 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 简化到什么程度？

𝐴
初等变换
⟶ ⋯

初等变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖,𝑄𝑗

𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠

行简化梯形

⏞⏞⏞⏞⏞标准型矩阵⏟⏟⏟⏟⏟
列简化梯形

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇1
0 1 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 ⋯ 0 𝑒𝑇𝑟
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 0 ⋯ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= ( 𝐸𝑟 0
0 0 )

𝑒𝑖 𝑚−维
𝑒𝑗 𝑛 −维

𝐴 ⟶ 标准形
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的秩（rank）

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑘阶子矩阵的行列式：𝑘阶子式, 𝑘 = 𝑟
𝑘阶子式有：𝐶𝑘

𝑚𝐶𝑘
𝑛个

主子矩阵的行列式：主子式

𝑘阶主子矩阵⟶
𝑘 = 𝑟, 𝑖1 = 𝑗1, 𝑖2 = 𝑗2, ⋯ , 𝑖𝑘 = 𝑗𝑘
𝑘阶顺序主子矩阵：𝑖1 = 1,⋯ , 𝑖𝑘 = 𝑘

1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤ 𝑚
1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛

子矩阵

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑖1,𝑗1 𝑎𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖1,𝑗𝑟
𝑎𝑖2,𝑗1 𝑎𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖2,𝑗𝑟

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖𝑘,𝑗1 𝑎𝑖𝑘,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖𝑘,𝑗𝑟

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎𝑖1,𝑖1 𝑎𝑖1,𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖1,𝑖𝑘
𝑎𝑖2,𝑖1 𝑎𝑖2,𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖2,𝑖𝑘

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖𝑘,𝑖1 𝑎𝑖𝑘,𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑘,𝑖𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

矩阵的秩（续）

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

矩阵的秩
𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟(𝐴)
非负整数， ≤ min{𝑚, 𝑛}

▶ 𝐴 = 0𝑚×𝑛，𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟(𝐴) = 0；
▶ 如果 𝐴 的所有 𝑟 + 1 阶子式均为 0，而至少有一个 𝑟 阶子式
非 0，那么 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟(𝐴) = 𝑟；

矩阵秩的直观性质
▶ 0 ≤ 𝑟(𝐴) = 𝑟 ≤ min{𝑚, 𝑛}，所有 𝑘(> 𝑟) 阶子式均为 0；
▶ 如果 𝐴 为 𝑛 阶可逆矩阵，则 𝑟(𝐴) = 𝑛，可逆又称“满秩”；
▶ 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝑇 )。
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（𝐴
𝜆𝑟𝑖⟶ 𝐵，𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)）

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

∣
∣
∣
∣

𝑎𝑖1,𝑗1 𝑎𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖1,𝑗𝑟
𝑎𝑖2,𝑗1 𝑎𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖2,𝑗𝑟

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖𝑟,𝑗1 𝑎𝑖𝑟,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖𝑟,𝑗𝑟

∣
∣
∣
∣⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐷≠0

𝐵 = ⎛⎜
⎝

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝜆𝑎𝑖1 𝜆𝑎𝑖2 ⋯ 𝜆𝑎𝑖𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⎞⎟
⎠

𝑖 = 𝑖𝑘 ⇒ 𝐷′ = 𝜆𝐷 ≠ 0
𝑖 ∉ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟} ⇒ 𝐷′ = 𝐷 ≠ 0
𝐵有一个𝑘阶子式非 0，𝑟(𝐵) ≥ 𝑟(𝐴)
𝐵

1/𝜆𝑟𝑖⟶ 𝐴 ⇒ 𝑟(𝐴) ≥ 𝑟(𝐵)

∣
∣
∣
∣

𝑏𝑖1,𝑗1 𝑏𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝑏𝑖1,𝑗𝑟
𝑏𝑖2,𝑗1 𝑏𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝑏𝑖2,𝑗𝑟
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑏𝑖𝑟,𝑗1 𝑏𝑖𝑟,𝑗2 ⋯ 𝑏𝑖𝑟,𝑗𝑟

∣
∣
∣
∣⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐷′≠0
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（𝐴
𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶ 𝐵，𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)）

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 𝑖𝑡ℎ
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛 𝑘𝑡ℎ

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

∣
∣
∣
∣

𝑎𝑖1,𝑗1 𝑎𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖1,𝑗𝑟
𝑎𝑖2,𝑗1 𝑎𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖2,𝑗𝑟

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖𝑟,𝑗1 𝑎𝑖𝑟,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖𝑟,𝑗𝑟

∣
∣
∣
∣⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐷≠0

𝐵 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛 𝑖𝑡ℎ
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 𝑘𝑡ℎ

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑖, 𝑘 ∈ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟} ⇒ 𝐷′ = −𝐷
𝑖, 𝑘 ∉ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟} ⇒ 𝐷′ = 𝐷

∣
∣
∣
∣

𝑏𝑖1,𝑗1 𝑏𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝑏𝑖1,𝑗𝑟
𝑏𝑖2,𝑗1 𝑏𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝑏𝑖2,𝑗𝑟
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑏𝑖𝑟,𝑗1 𝑏𝑖𝑟,𝑗2 ⋯ 𝑏𝑖𝑟,𝑗𝑟

∣
∣
∣
∣⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐷′≠0
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（𝐴
𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶ 𝐵，𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)，续）

𝐵 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛 𝑖𝑡ℎ
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 𝑘𝑡ℎ

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑖 ∈ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟}, 𝑘 ∉ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟}

取𝐵的第 𝑖1, ⋯ , 𝑘,⋯ , 𝑖𝑟⏟⏟⏟⏟⏟
按照升序排列

行

仍旧取𝐵的第𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟列

∣
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑏𝑘,𝑗1 𝑏𝑘,𝑗2 ⋯ 𝑏𝑘,𝑗𝑟
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

∣
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐷′=±𝐷≠0

▶ 𝐵 有 𝑘 阶子式非 0，𝑟(𝐵) ≥ 𝑟(𝐴)
▶

𝐴
𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶ 𝐵

𝑟𝑖↔𝑟𝑘⟶ 𝐴 ⇒ 𝑟(𝐴) ≤ 𝑟(𝐵)
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（𝐴
𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐵，𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)）

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 𝑖𝑡ℎ
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛 𝑘𝑡ℎ

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=𝐷≠0
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞
∣
∣
∣
∣

𝑎𝑖1,𝑗1 𝑎𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖1,𝑗𝑟
𝑎𝑖2,𝑗1 𝑎𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖2,𝑗𝑟

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖𝑟,𝑗1 𝑎𝑖𝑟,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖𝑟,𝑗𝑟

∣
∣
∣
∣

𝐵 = ⎛⎜
⎝

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑖1 + 𝜆𝑎𝑘1 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 + 𝜆𝑎𝑘𝑛 𝑖𝑡ℎ

⋮ ⋮ ⋮
⎞⎟
⎠

𝑖 ∉ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟}
取𝐵的𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟行
取𝐵的𝑗1, ⋯ , 𝑗𝑟列
⇒ 𝐷′ = 𝐷 ≠ 0

𝐷′ = ∣
⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑖,𝑗1 + 𝜆𝑎𝑘,𝑗1 ⋯ 𝑎𝑖,𝑗𝑟 + 𝜆𝑎𝑘,𝑗𝑟 𝑖𝑡ℎ
⋮ ⋯ ⋮

∣
𝑖, 𝑘 ∈ {𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟}
𝐷

𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐷,𝐷′ = 𝐷
王征宇 第二章 矩阵与向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（𝐴
𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐵，𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)，续）

𝐵 = ⎛⎜
⎝

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑖1 + 𝜆𝑎𝑘1 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 + 𝜆𝑎𝑘𝑛 𝑖𝑡ℎ

⋮ ⋮ ⋮
⎞⎟
⎠

𝑖 ∈ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟}
𝑘 ∉ {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟}
𝐷′ = 𝐷+ 𝜆𝐷1

𝐷1 = ∣
⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑘,𝑗1 ⋯ 𝑎𝑘,𝑗𝑟 𝑖𝑡ℎ
⋮ ⋯ ⋮

∣
𝐷1 = 0，取𝐵的𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟行，
𝐷′ = 𝐷 ≠ 0
𝐷1 ≠ 0，取𝐵的𝑘行代替𝑖行，
𝐷′ = ±𝐷1 ≠ 0

▶ 𝐵 有 𝑘 阶子式非 0，𝑟(𝐵) ≥ 𝑟(𝐴)
▶

𝐴
𝑟𝑖+𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐵

𝑟𝑖−𝜆𝑟𝑘⟶ 𝐴 ⇒ 𝑟(𝐴) ≤ 𝑟(𝐵)
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（续，行变换计算秩）

▶ 𝐴
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶ 𝐵，则 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)；𝐵 行简化梯形？

𝐵 有 𝑟 个非零行，即 𝐵 有 𝑟 个“主 1”，(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟)

1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛 𝑗1 = 1, 𝑗2 = 2,⋯ , 𝑗𝑟 = 𝑟

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑏1,𝑟+1 𝑏1,𝑟+2 ⋯ 𝑏1𝑛
0 1 ⋯ 0 𝑏2,𝑟+1 𝑏2,𝑟+2 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑏𝑟,𝑟+1 𝑏𝑟,𝑟+2 ⋯ 𝑏𝑟𝑛
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 𝛽𝑟+1 𝛽𝑟+2 ⋯ 𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

取1, 2,⋯ , 𝑟行
取𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟列
𝐷 = |𝐸𝑟| = 1
𝑟 + 1阶子式
含零行，必为 0

𝑟(𝐵) = 𝑟
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（续，行变换计算秩）

▶ 𝐴
列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶ 𝐵，则 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)；𝐵 列简化梯形？

𝐵 有 𝑟 个非零列，即 𝐵 有 𝑟 个“主 1”，(𝑖1, 1), (𝑖2, 2), ⋯ , (𝑖𝑟, 𝑟),

1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑟 ≤ 𝑚 𝑖1 = 1, 𝑖2 = 2,⋯ , 𝑖𝑟 = 𝑟

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇1
0 1 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 ⋯ 0 𝑒𝑇𝑟

𝑏𝑟+1,1 𝑏𝑟+1,2 ⋯ 𝑏𝑟+1,𝑟 0 ⋯ 0 𝛽𝑇
𝑟+1

𝑏𝑟+2,1 𝑏𝑟+2,2 ⋯ 𝑏𝑟+2,𝑟 0 ⋯ 0 𝛽𝑇
𝑟+2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑏𝑚𝑟 0 ⋯ 0 𝛽𝑇

𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

取1, 2,⋯ , 𝑟列
取𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑟行
𝐷 = |𝐸𝑟| = 1
𝑟 + 1阶子式
含零列，必为 0

𝑟(𝐵) = 𝑟
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（续，行变换计算秩）

▶ 𝐴
初等变换
⟶ ⋯

初等变换
⟶ 𝐵，则 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)；𝐵 标准型矩阵？

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇1
0 1 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑒𝑇2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 ⋯ 0 𝑒𝑇𝑟
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 0 ⋯ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= ( 𝐸𝑟 0
0 0 )

取1, 2,⋯ , 𝑟行
取1, 2,⋯ , 𝑟列
𝐷 = |𝐸𝑟| = 1
𝑟 + 1阶子式为 0

𝑟(𝐵) = 𝑟

所有 𝑚×𝑛 实（复）矩阵的集合记为 𝑅𝑚×𝑛（𝐶𝑚×𝑛），按照等价
关系⟶ 划分为 1 + min{𝑚, 𝑛} 类，每一类矩阵彼此等价，有相
同的标准型矩阵。
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（续，逆矩阵计算）

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 可逆，𝑟(𝐴) = 𝑛

𝐴
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴 行简化梯形矩阵

𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑛×𝑛 有 𝑛 个“主 1”，(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑛, 𝑗𝑛)
1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑛 ≤ 𝑛 ⇒ 𝑗1 = 1, 𝑗2 = 2,⋯ , 𝑗𝑛 = 𝑛

逆矩阵的计算方法（编程实现）

𝐸 = 𝐵 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐴
⇓

𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐸 = 𝐴−1

𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1𝐶 = 𝐴−1𝐶⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐶=(𝑐𝑖𝑗)𝑛×𝑘

⎫}}}
⎬}}}⎭

⇒ (𝐴 𝐸)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶ (𝐸 𝐴−1)

(𝐴 𝐶)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶ (𝐸 𝐴−1𝐶)
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

矩阵、向量的运算
矩阵的秩与初等变换

初等变换不改变秩（续，逆矩阵计算）

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 可逆，𝑟(𝐴) = 𝑛

𝐴
列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑄𝑗(1≤𝑗≤𝑠)
𝐵 = 𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠 列简化梯形矩阵

𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑛×𝑛 有 𝑛 个“主 1”，(𝑖1, 1), (𝑖2, 2), ⋯ , (𝑖𝑛, 𝑛)
1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑛 ≤ 𝑛 ⇒ 𝑖1 = 1, 𝑖2 = 2,⋯ , 𝑖𝑛 = 𝑛

逆矩阵的计算方法（编程实现）

𝐸 = 𝐵 = 𝐴𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠
⇓

𝐸𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠 = 𝐴−1

𝐶𝑄1𝑄2 ⋯𝑄𝑠 = 𝐶𝐴−1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐶=(𝑐𝑖𝑗)𝑘×𝑚

⎫}}}
⎬}}}⎭

⇒
( 𝐴

𝐸 )
列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶ ( 𝐸

𝐴−1 )

( 𝐴
𝐶 )

列变换
⟶ ⋯

列变换
⟶ ( 𝐸

𝐶𝐴−1 )
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

向量组的线性组合与线性方程组

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛽𝑇
1

𝛽𝑇
2
⋮

𝛽𝑇
𝑚

𝑥 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑦 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑦1
𝑦2
⋮

𝑦𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛
𝐴𝑥 = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛 ↑ 𝑥𝑗, 𝑦𝑖称为乘子
𝑦𝑇𝐴 = 𝑦1𝛽𝑇

1 + 𝑦2𝛽𝑇
2 +⋯+ 𝑦𝑚𝛽𝑇

𝑚 向量组的线性组合

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚
𝑥1 ⋅ 𝛼1 𝑥2 ⋅ 𝛼2 𝑥𝑛 ⋅ 𝛼𝑛 𝑏

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)𝑇
𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝐴𝑥
𝐴𝑥 = 0/𝑏 ≠ 0 齐次/非齐次
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

向量组的线性相关与表出

𝑏 可由向量组 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性表出：若有𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛，

𝑏 =
𝑛

∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝛼𝑗 =
=𝐴𝑐, 𝐴=(𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛)

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
线性方程组𝐴𝑥=𝑏有解𝑐

, 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛)𝑇

{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性相关：若有不全为 0 的数 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛，
𝑛

∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝛼𝑗 =
=𝐴𝑐, 𝐴=(𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛)

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
齐次线性方程组𝐴𝑥=0有非零解𝑐

, 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛)𝑇 ≠ 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛不全为 0

{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性无关（线性不相关、线性独立）：
=𝐴𝑐, 𝐴=(𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛)

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 = 0 ⟹ 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑛 = 0 (𝑐 = 0)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
齐次线性方程组𝐴𝑥=0只有零解
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

向量组的线性相关与表出（续）

▶ 向量组 {𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑚} 可由向量组 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 表出：

𝛽𝑗 = 𝑐1𝑗𝛼1 + 𝑐2𝑗𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑗𝛼𝑛 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚)

(𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑚)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=(𝑏𝑖𝑗)𝑘×𝑚=𝐵

= (𝛼1 𝛼2 ⋯𝛼𝑛)⏟⏟⏟⏟⏟
=(𝑎𝑖𝑗)𝑘×𝑛=𝐴

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑚
𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑚
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 ⋯ 𝑐𝑛𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=(𝑐𝑖𝑗)𝑛×𝑚=𝐶

𝐵 = 𝐴𝐶，等价于，𝐵 的列向量组可由 𝐴 的列向量组表出
▶ 如果 {𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑚} 与 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 可以相互线性表出，
则称这两个向量组等价，存在矩阵 𝐶 与 𝐷 使得：

𝐵 = 𝐴𝐶, 𝐴 = 𝐵𝐷
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

向量组的线性相关与表出（续，性质）

▶ 零向量可由向量组 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 表出（𝐴𝑥 = 0 必有解）
▶ 𝛽 = 𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛，则 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性相关

𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 + (−1)𝛽 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛, −1 不全为零

▶ {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性无关，{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛, 𝛽} 线性相关，
则 𝛽 可由向量组 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 表出

𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 + 𝑐𝛽 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛, 𝑐 不全为零

𝑐 = 0× ⇒
𝑐1, 𝑐2, ⋯, 𝑐𝑛, 不全为零

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 +
=0
⏞𝑐𝛽 = 0 矛盾！

𝑐 ≠ 0✓ ⇒ 𝛽 = (−𝑐1
𝑐 )𝛼1 + (−𝑐2

𝑐 )𝑐2𝛼2 +⋯+ (−𝑐𝑛
𝑐 )𝛼𝑛
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

向量组的线性相关与表出（续，性质）

▶ 𝛽 可由 𝒮 = {
线性无关

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 表出，则表出方式唯一
𝛽 = 𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 = 𝑑1𝛼1 + 𝑑2𝛼2 +⋯+ 𝑑𝑛𝛼𝑛

(𝑐1 − 𝑑1)𝛼1 + (𝑐2 − 𝑑2)𝛼2 +⋯+ (𝑐𝑛 − 𝑑𝑛)𝛼𝑛 = 0
⇒ 𝑐𝑖 − 𝑑𝑖 = 0 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) 线性表出方式唯一

▶ 部分组 𝒯 线性相关，则 𝒮 也线性无关
𝒯 = {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} ⊆ {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} = 𝒮

0 =
𝑐𝑗1 ,𝑐𝑗2 ,⋯,𝑐𝑗𝑟不全为零

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐𝑗1𝛼𝑗1 + 𝑐𝑗2𝛼𝑗2 +⋯+ 𝑐𝑗𝑟𝛼𝑗𝑟“小”的向量组线性相关
= 𝑐𝑗1𝛼𝑗1 + 𝑐𝑗2𝛼𝑗2 +⋯+ 𝑐𝑗𝑟𝛼𝑗𝑟 +∑𝑗∉{𝑗1,⋯,𝑗𝑟} 0 ⋅ 𝛼𝑗⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑐𝑗1 ,𝑐𝑗2 ,⋯,𝑐𝑗𝑟 ,0,⋯,0不全为零，“大”的向量组也线性相关
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

向量组的线性相关与表出（续，性质）

▶ 向量组 {0} 线性相关；包含 0 向量的向量组线性相关；
▶ 向量组 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性相关当且仅当：有一个 𝛼𝑗 可由
其余 𝑛 − 1 个向量线性表出

𝛼𝑗 = 𝑐1𝛼1 +⋯+ 𝑐𝑗−1𝛼𝑗−1 + 𝑐𝑗+1𝛼𝑗+1 +⋯++𝑐𝑛𝛼𝑛
⇒ 0 = 𝑐1𝛼1 +⋯+ 𝑐𝑗−1𝛼𝑗−1 + 1 ⋅ 𝛼𝑗 + 𝑐𝑗+1𝛼𝑗+1 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑐1,⋯,𝑐𝑗−1,𝑐𝑗=1,⋅,𝑐𝑗+1,⋯,𝑐𝑛 不全为 0 ⇒ 𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛 线性相关

0 =
𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛 线性相关 ⇒ 𝑐1,⋯,𝑐𝑗−1,𝑐𝑗≠0,⋅,𝑐𝑗+1,⋯,𝑐𝑛 不全为 0

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝛼1 +⋯+ 𝑐𝑗−1𝛼𝑗−1 + 𝑐𝑗𝛼𝑗 + 𝑐𝑗+1𝛼𝑗+1 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛
−𝑐𝑗𝛼𝑗 = 𝑐1𝛼1 +⋯+ 𝑐𝑗−1𝛼𝑗−1 + 𝑐𝑗+1𝛼𝑗+1 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 ⇒

𝛼𝑗 = −𝑐1
𝑐𝑗

𝛼1 −⋯− 𝑐𝑗−1
𝑐𝑗

𝛼𝑗−1 −
𝑐𝑗+1
𝑐𝑗

𝛼𝑗+1 −⋯− 𝑐𝑛
𝑐𝑗

𝛼𝑛
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换判断线性相关性

𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
(𝛼′

1 𝛼′
2 ⋯ 𝛼′𝑛) = 𝐴′ = 𝑃𝐴⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑃=𝑃𝑘⋯𝑃2𝑃1 可逆

𝑃𝐴 = 𝑃(𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛) = (𝑃𝛼1 𝑃𝛼2 ⋯ 𝑃𝛼𝑛) = (𝛼′
1 𝛼′

2 ⋯ 𝛼′𝑛)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛼′

𝑗=𝑃𝛼𝑗, 𝛼𝑗=𝑃−1𝛼′
𝑗, 1≤𝑗≤𝑛

= 𝐴′

𝑃
=𝛽

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛) =
=𝛽′=𝑃𝛽

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1 𝑃𝛼1⏟
𝛼′

1

+𝑐2 𝑃𝛼2⏟
𝛼′

2

+⋯+ 𝑐𝑛 𝑃𝛼𝑛⏟
𝛼′𝑛

▶ 𝐴 𝑟⟶ 𝐴′，𝐴 与 𝐴′ 的列向量组同线性相关、同线性无关！

𝛽 = 0 ⇒ 𝛽′ = 𝑃𝛽 = 0, 𝛽′ = 0 ⇒ 𝛽 = 𝑃−1𝛽′ = 0
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换判断线性相关性（续）

𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶ (𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑛) = 𝐵 = 𝑃𝐴⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐵行简化梯形，𝑃可逆

𝐵 有 𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴′) 个“主 1”，(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟)
1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛 𝑟 < 𝑛 ⇒ ∃𝑗 ∉ {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟}

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑏1,𝑟+1 ⋯ 𝑏1𝑛
0 1 ⋯ 0 𝑏2,𝑟+1 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑏𝑟,𝑟+1 ⋯ 𝑏𝑟𝑛
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 𝛽𝑟+1 ⋯ 𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛽𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏1𝑗
⋮

𝑏𝑟𝑗
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑒𝑖 = 𝛽𝑗𝑖

=
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝑒𝑖

=
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝛽𝑗𝑖

𝛽𝑗可由𝛽𝑗1 , ⋯ , 𝛽𝑗𝑟表出
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换判断线性相关性（续）

▶ 𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) < 𝑛，𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛 线性相关；

∃𝑗 ∉ {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟}, 𝛽𝑗可由𝛽𝑗1 , ⋯ , 𝛽𝑗𝑟表出
⇒ {𝛽𝑗, 𝛽𝑗1 , ⋯ , 𝛽𝑗𝑟}线性相关 ⇒ {𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑛}线性相关⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

“大”向量组

⇒ {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛}线性相关 𝛽𝑗 =
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝛽𝑗𝑖 , 𝛼𝑗 =
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝛼𝑗𝑖

▶ 𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) = 𝑛，𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛 线性无关；

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1
0 ⋯ 0
⋮ ⋯ ⋮
0 ⋯ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑛 ≤ 𝑛
⇒ 𝑗1 = 1, 𝑗2 = 2,⋯ , 𝑗𝑛 = 𝑛
𝐵 = (𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛), 𝑒𝑗是𝑚维的
𝛽1 = 𝑒1, 𝛽2 = 𝑒2, ⋯ , 𝛽𝑛 = 𝑒𝑛线性无关

若𝑚 < 𝑛, 则𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛线性相关 (𝑟(𝐴) ≤ 𝑚)
王征宇 第二章 矩阵与向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换判断线性相关性（续）

▶ 𝑛 个 𝑛 维向量 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性无关，当且仅当
|𝐴| = |(𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)| ≠ 0

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，𝑟(𝐴) = 𝑟，𝐴 有 𝑟 个线性无关的列/行向量。
1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑟 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑚

0 ≠
∣
∣
∣
∣

𝑎𝑖1,𝑗1 𝑎𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖1,𝑗𝑟
𝑎𝑖2,𝑗1 𝑎𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖2,𝑗𝑟

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑖𝑟,𝑗1 𝑎𝑖𝑟,𝑗2 ⋯ 𝑎𝑖𝑟,𝑗𝑟

∣
∣
∣
∣

𝐴1 = (𝛼𝑗1 ⋯ 𝛼𝑗𝑟) 𝑟(𝐴1) = 𝑟

𝐴2 = ⎛⎜
⎝

𝛽𝑖1
⋮

𝛽𝑖𝑟

⎞⎟
⎠

𝑟(𝐴2) = 𝑟

▶ 𝐴
𝑟/𝑐
⟶ 𝐵，则 𝐴 行/列向量组与 𝐵 行/列向量组等价；反之？

𝐵=𝑃−1𝐴, 𝑃−1=(𝑞𝑖𝑗)
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐴 = 𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1⏟⏟⏟⏟⏟

𝑃=(𝑝𝑖𝑗)可逆
𝐵, 𝐴(𝑖, ∶) = ∑

𝑗
𝑝𝑖𝑗𝐵(𝑗, ∶), 𝐵(𝑖, ∶) = ∑

𝑗
𝑞𝑖𝑗𝐴(𝑗, ∶)
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

极大线性无关组

部分组

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝒯 = {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} ⊆ 𝒮 = {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛},
∈𝒯
⏞𝛼𝑗𝑘 = 1 ⋅

∈𝒮
⏞𝛼𝑗𝑘⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

部分组（小）𝒯可由（大）向量组𝒮表出，𝒮可由什么样的部分组表出？

𝒯 = {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} 是 𝒮 的一个极大（线性）无关组，若
线性无关

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟 , 𝛼𝑗⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
线性相关

(∀𝛼𝑗 ∈ 𝒮 −𝒯)

▶ 𝒯 = {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} 是 𝒮 的一个极大无关组，则任意 𝛼𝑗
可由 𝒯 唯一地表出，𝒮 与 𝒯 等价（相互表出）；

▶ 两个极大无关组等价；两个向量组 𝒮1 与 𝒮1 等价，当且仅
当它们的极大无关组等价。
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换计算极大无关组

𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
(𝛼′

1 𝛼′
2 ⋯ 𝛼′𝑛) = 𝐴′ = 𝑃𝐴⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑃=𝑃𝑘⋯𝑃2𝑃1 可逆

𝑃𝐴 = 𝑃(𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛) = (𝑃𝛼1 𝑃𝛼2 ⋯ 𝑃𝛼𝑛) = (𝛼′
1 𝛼′

2 ⋯ 𝛼′𝑛)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛼′

𝑗=𝑃𝛼𝑗, 𝛼𝑗=𝑃−1𝛼′
𝑗, 1≤𝑗≤𝑛

= 𝐴′

𝑃
=𝛽

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝑐1𝛼𝑗1 + 𝑐2𝛼𝑗2 +⋯+ 𝑐𝑟𝛼𝑗𝑟) =
=𝛽′=𝑃𝛽

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1 𝑃𝛼𝑗1⏟
𝛼′

𝑗1

+𝑐2 𝑃𝛼𝑗2⏟
𝛼′

𝑗2

+⋯+ 𝑐𝑟 𝑃𝛼𝑗𝑟⏟
𝛼′

𝑗𝑟

𝛽 = 0 ⇒ 𝛽′ = 𝑃𝛽 = 0, 𝛽′ = 0 ⇒ 𝛽 = 𝑃−1𝛽′ = 0

{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} ⊇ {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟}
{𝛼′

1, 𝛼′
2, ⋯ , 𝛼′

𝑛} ⊇ {𝛼′
𝑗1 , 𝛼′

𝑗2 , ⋯ , 𝛼′
𝑗𝑟}
同时线性无关/相关
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换计算极大无关组（续）

𝐴 = (
𝒮

⏞⏞⏞⏞⏞𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
(

𝒮′

⏞⏞⏞⏞⏞𝛼′
1 𝛼′

2 ⋯ 𝛼′𝑛) = 𝐴′ = 𝑃𝐴⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑃=𝑃𝑘⋯𝑃2𝑃1 可逆

线性无关

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟 , 𝛼𝑗⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
线性相关

⇔
线性无关

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝛼′
𝑗1 , 𝛼′

𝑗2 , ⋯ , 𝛼′
𝑗𝑟 , 𝛼′

𝑗⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
线性相关

(∀𝑗 ∉ {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟})

𝛼𝑗 = 𝑐1𝛼𝑗1 + 𝑐2𝛼𝑗2 +⋯𝑐𝑟𝛼𝑗𝑟 ⇔ 𝛼′
𝑗 = 𝑐1𝛼′

𝑗1 + 𝑐2𝛼′
𝑗2 +⋯+ 𝑐𝑟𝛼′

𝑗𝑟

▶ {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} 是 𝒮 的一个极大无关组，当且仅当，
{𝛼′

𝑗1 , 𝛼′
𝑗2 , ⋯ , 𝛼′

𝑗𝑟} 是 𝒮′ 的一个极大无关组；
▶ 𝛼𝑗 ∈ 𝒮 由 {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} 线性表出的方式与

𝛼′
𝑗 ∈ 𝒮′ 由 {𝛼′

𝑗1 , 𝛼′
𝑗2 , ⋯ , 𝛼′

𝑗𝑟} 线性表出的方式相同 。
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换计算极大无关组（续）

𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶ (𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑛) = 𝐵 = 𝑃𝐴⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐵行简化梯形，𝑃可逆

𝐵 有 𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴′) 个“主 1”，(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟)
1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛 𝑟 < 𝑛 ⇒ ∃𝑗 ∉ {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟}

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑏1,𝑟+1 ⋯ 𝑏1𝑛
0 1 ⋯ 0 𝑏2,𝑟+1 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑏𝑟,𝑟+1 ⋯ 𝑏𝑟𝑛
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 𝛽𝑟+1 ⋯ 𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛽𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑏1𝑗
⋮

𝑏𝑟𝑗
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑒𝑖 = 𝛽𝑗𝑖

=
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝑒𝑖

=
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝛽𝑗𝑖

𝛽𝑗可由𝛽𝑗1 , ⋯ , 𝛽𝑗𝑟表出
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

初等变换计算极大无关组（续）

𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
行变换
⟶ ⋯

行变换
⟶ (𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑛) = 𝐵 = 𝑃𝐴⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐵行简化梯形，𝑃可逆

𝐵 有 𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴′) 个“主 1”，(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟)
1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛 𝑟 < 𝑛 ⇒ ∃𝑗 ∉ {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟}

{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} ⊇ {𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} 极大无关组
{𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑛} ⊇ {𝛽𝑗1 , 𝛽𝑗2 , ⋯ , 𝛽𝑗𝑟} 极大无关组

𝛽𝑗 = (𝑏1𝑗, ⋯ , 𝑏𝑟𝑗,
位于零行

⏞0,⋯ , 0)𝑇 =
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝑒𝑖 =
𝑟

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑗𝛽𝑗𝑖 𝛽𝑗𝑖 = 𝑒𝑖

▶ 极大无关组中含有 𝑟 = 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵) 个向量！不同极大无关
组含有相同数量的向量？
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

不同极大无关组含有相同数量的向量？

▶ {𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} 线性无关，可由 {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} 表出，则 𝑚 ≥ 𝑛；
线性无关，𝑟(𝐵)=?

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐵 = (𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑛)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐵=𝐴𝐶, 𝐶=(𝑐𝑖𝑗)𝑚×𝑛

=
𝐴

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑚⏟⏟⏟⏟⏟
𝑚<𝑛？

)
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑛
𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 ⋯ 𝑐𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐶 ⟶ 𝐶′ = ( 𝐸𝑟 0
0 0 ) = 𝑃𝐶𝑄, 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑚×𝑚, 𝑄 = (𝑞𝑖𝑗)𝑛×𝑛可逆

0 ≠ 𝑦∗ = (
𝑟个

⏞0,⋯ , 0, 1, 0,⋯ , 0)𝑇 , 0 = 𝐶′𝑦∗ = 𝑃𝐶
𝑥∗≠0
⏞𝑄𝑦∗ ⇒ 𝐶𝑥∗ = 0

𝑥∗
1𝛽1 + 𝑥∗

2𝛽2 +⋯+ 𝑥∗𝑚𝛽𝑚 = 𝐵𝑥∗ =
=𝐵
⏞𝐴𝐶 𝑥∗ = 𝐴

=0
⏞𝐶𝑥∗ = 0, 𝑥∗ ≠ 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑥∗
1𝛽1+𝑥∗

2𝛽2+⋯+𝑥∗𝑚𝛽𝑚=0, 𝑥∗
1,𝑥∗

2,⋯,𝑥∗𝑚不全为零, 𝛽1,𝛽2,⋯,𝛽𝑚 线性相关，矛盾！
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

不同极大无关组含有相同数量的向量？（续）

▶ {𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} 线性无关，可由 {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} 表出，则 𝑚 ≥ 𝑛；
▶ {𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} 与 {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} 线性无关且等价，则 𝑚 = 𝑛；
▶ {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} 的两个极大无关组含有相同数量的向量；
向量组 {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} 的秩：极大无关组包含向量的个数

向量组的秩

⏞⏞⏞⏞⏞𝑟{𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} = 𝑟(𝐴)（矩阵的列秩）, 𝐴 = (𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑚)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟(𝐴)=𝑟(𝐴𝑇 )=𝐴𝑇的列秩=𝐴的行向量组的秩（矩阵的行秩）

▶ 𝒮 = {𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} 可由 𝒯 = {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} 表出，𝑟(𝒮) ≤ 𝑟(𝒯)；
𝒮 的极大无关组可由 𝒯 的极大无关组表出。

=𝐵
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑛) =

=𝐴
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞(𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑚) 𝐶𝑚×𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

{𝛽1,⋯,𝛽𝑛}可由{𝛼1,⋯,𝛼𝑚}表出
⇒

𝑟(𝐵) ≤ 𝑟(𝐴)

𝐵𝑇 = 𝐶𝑇𝐴𝑇 ⇒
𝑟(𝐵) ≤ 𝑟(𝐶)

王征宇 第二章 矩阵与向量
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矩阵、向量及其运算
向量组的线性相关性

线性相关与线性无关
极大线性无关组与向量组的秩

不同极大无关组含有相同数量的向量？（续）

▶ 𝑟(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵)；
𝐴=(𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑚), 𝐵=(𝛽1, 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑚)

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐴+𝐵 = (𝛼1 + 𝛽1⏟
𝛾1

𝛼2 + 𝛽2⏟
𝛾2

⋯ 𝛼𝑚 + 𝛽𝑚⏟
𝛾𝑚

)
𝛾1, ⋯ , 𝛾𝑛可由
𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛, 𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛
表出 ⇒ ?

▶ 𝐶 = 𝐴𝑚×𝑛𝐵𝑛×𝑘，𝑟(𝐴𝐵) ≥ 𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) − 𝑛；

( 𝐸 0
−𝐴 𝐸 )( 𝐵 𝐸

0 𝐴 ) = ( 𝐵 𝐸
−𝐴𝐵 0 )

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟=𝑛+𝑟(𝐴𝐵)

𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) = 𝑟( 𝐴 0
0 𝐵 ) ≤ 𝑟( 𝐵 𝐸

0 𝐴 )

𝐴𝐵 = 0 ⇒
𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) ≤ 𝑛

|𝐴| = 0, 𝐴𝐴∗ = 0
𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐴∗) ≤ 𝑛

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛；𝑟(𝐴) = 𝑛，则 𝑟(𝐴∗) = 𝑛；𝑟(𝐴) < 𝑛 − 1，则
𝐴∗ = 0；𝑟(𝐴) = 𝑛 − 1（𝐴 有非零余子式），则 𝑟(𝐴∗)=1。
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