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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

线性方程组解的存在性
消元与矩阵的初等行变换

线性方程组的等价表示

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚
𝑥1 ⋅ 𝛼1 𝑥2 ⋅ 𝛼2 𝑥𝑛 ⋅ 𝛼𝑛 𝑏

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)𝑇 未知
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 系数矩阵
(𝐴 𝑏)𝑚×(𝑛+1) 增广矩阵

𝐴𝑥 = 0/𝑏 ≠ 0 齐次/非齐次

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝛽𝑇
1

𝛽𝑇
2
⋮

𝛽𝑇
𝑚

𝛽𝑇
1 𝑥 = 𝑏1

𝛽𝑇
2 𝑥 = 𝑏2

⋮
𝛽𝑇
𝑚𝑥 = 𝑏𝑚

𝛽𝑇
𝑖 𝑥 = 𝑏𝑖“平面”

𝛽𝑖 ≠ 0, 𝛾𝑖 ∈平面
𝛽𝑇
𝑖 (𝑥 − 𝛾𝑖) = 0

𝛽𝑖“平面”法向量
𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛 𝑏 = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛

▶ 𝐴𝑥 = 𝑏 有解当且仅当𝑏 可由 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛 线性表出。
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

线性方程组解的存在性
消元与矩阵的初等行变换

线性方程组解的存在性

𝑟(𝒮)=𝑟(𝐴)=𝑟
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} = 𝒮 ⊇ 𝒯 =

极大无关组

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞{𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} 与𝒮相互表出⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴𝑥=𝑏有解 ⇔ 𝑏可由𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛线性表出 ⇔ 𝑏可由𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯, 𝛼𝑗𝑟线性表出

▶ 𝐴𝑥 = 𝑏 有解当且仅当 𝑟(𝐴 𝑏) = 𝑟(𝐴)；
𝛼𝑗, 𝑏可由𝒯表出

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛, 𝑏} = 𝒮′⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑏可由𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛表出

⊇ 𝒯 =
𝒮′的极大线性无关组

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞{𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟}⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟(𝐴 𝑏)=𝑟

{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛, 𝑏} = 𝒮′⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑏不可由𝛼1,𝛼2,⋯,𝛼𝑛表出

⊇ 𝒯 =
𝒮′的极大线性无关组

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞{𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟 , 𝑏}⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟(𝐴 𝑏)=𝑟+1
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

线性方程组解的存在性
消元与矩阵的初等行变换

线性方程组解的唯一性

▶ 𝐴𝑥 = 𝑏 有唯一解当且仅当 𝑟(𝐴 𝑏) = 𝑟(𝐴) = 𝑛（𝑟(𝐴) = 𝑛 等
价于 {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} 线性无关）。

𝑏 = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛,
𝑐1,𝑐2,⋯,𝑐𝑛不全为 0

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑛𝛼𝑛 = 0
= 𝑦1𝛼1 + 𝑦2𝛼2 +⋯+ 𝑦𝑛𝛼𝑛, 必有乘子𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑐𝑖 ≠ 𝑥𝑖

𝑅(𝐴) = 𝑠𝑝𝑎𝑛
⎧{
⎨{⎩

向量组𝒮
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴=(𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛)∈ℝ𝑚×𝑛

⎫}
⎬}⎭

𝒮张成的向量集合（空间）

= {𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛| 𝑥𝑖 ∈ ℝ} = {𝐴𝑥| 𝑥 ∈ ℝ} 矩阵的像空间

𝛼 = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑛𝛼𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛼, 𝛽∈𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼1, ⋯, 𝛼𝑛}

𝛽 = ⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑦1𝛼1 + 𝑦2𝛼2 +⋯+ 𝑦𝑛𝛼𝑛

𝜆𝛼 + 𝜇𝛽 =
𝑛

∑
𝑗=1

(𝜆𝑥𝑗 + 𝜇𝑦𝑗)𝛼𝑗

封闭！ ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛}
王征宇 第三章 线性方程组
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

线性方程组解的存在性
消元与矩阵的初等行变换

线性方程组解的存在唯一性（续）

𝐴=(𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛)
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝒮 = {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛}

𝐵=(𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑚)
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝒯 = {𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑚}

▶ 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛 可由 𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑛 表出（𝐴 = 𝐵𝐶𝑚×𝑛），
当且仅当 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑛} ⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑛}；

▶ 𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟 是 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛 极大线性无关组，则
𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼𝑗1 , 𝛼𝑗2 , ⋯ , 𝛼𝑗𝑟} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛}；

▶ 𝐴𝑥 = 𝑏 有解，当且仅当 𝑏 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛}；
▶ 𝐴𝑥 = 𝑏 有唯一解，当且仅当 𝑏 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

线性无关

}；

解集

⏞⏞⏞⏞⏞{𝑥| 𝐴𝑥 = 𝑏} 结构？
𝐴𝑚×𝑛满矩阵、大矩阵， 𝐵𝑘×𝑛简单？

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞{𝑥| 𝐴𝑥 = 𝑏} == {𝑥| 𝐵𝑥 = 𝑐}⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴𝑥=𝑏与𝐵𝑥=𝑐同解
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

线性方程组解的存在性
消元与矩阵的初等行变换

初等行变换与 Gauss 消去法（无解情形）

(𝐴 𝑏)
有限次
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
(𝐴′ 𝑏′) =

=𝑃可逆
⏞⏞⏞⏞⏞𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1(𝐴 𝑏)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

(𝑃𝐴 𝑃𝑏)

𝐴′ = 𝑃𝐴
𝑏′ = 𝑃𝑏

𝐴𝑥 = 𝑏 ⇒ 𝑃𝐴𝑥 = 𝑃𝑏 {𝑥| 𝐴𝑥 = 𝑏} ⊆ {𝑥|𝐴′𝑥 = 𝑏′}
𝐴′𝑥 = 𝑏′ ⇒ 𝑃−1𝐴′𝑥 = 𝑃−1𝑏′ {𝑥| 𝐴′𝑥 = 𝑏′} ⊆ {𝑥|𝐴𝑥 = 𝑏}⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴𝑥=𝑏与𝐴′𝑥=𝑏′同解, 𝑟(𝐴)=𝑟(𝐴′), 𝑟(𝐴 𝑏)=𝑟(𝐴′ 𝑏′)

令 𝐴′ 是行简化梯形阵，有 𝑟 个“主 1”，(1, 𝑗1), (2, 𝑗2),⋯ , (𝑟, 𝑗𝑟)
（1）𝑟(𝐴) = 𝑟，𝑟(𝐴 𝑏) = 𝑟 + 1，则 𝑟(𝐴′) = 𝑟，𝑟(𝐴′ 𝑏′) = 𝑟 + 1；

𝑏′ = (𝑏′1, ⋯ , 𝑏′𝑟, 𝑏′𝑟+1, ⋯ , 𝑏′𝑚⏟⏟⏟⏟⏟
不全为 0，

)𝑇 𝑏′𝑟+1 = ⋯ = 𝑏′𝑚 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟(𝐴′ 𝑏′)=𝑟=(𝐴′)矛盾

0 ⋅ 𝑥1 + 0 ⋅ 𝑥2 +⋯+ 0 ⋅ 𝑥𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴′第𝑗（零）行

= 𝑏′𝑗 (𝑗 > 𝑟) （𝐴′𝑥 = 𝑏′第𝑗个方程，矛盾）
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

线性方程组解的存在性
消元与矩阵的初等行变换

初等行变换与 Gauss 消去法（续，无穷多解情形）
（2）𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴 𝑏) < 𝑛，则 𝑟(𝐴′) = 𝑟(𝐴′ 𝑏′) = 𝑟 < 𝑛，

𝑟(𝐴′)
⏞𝑟(𝐴) =

𝑟(𝐴′ 𝑏′)
⏞𝑟(𝐴 𝑏) = 𝑟 < 𝑛,

(𝐴′ 𝑏′)也是行简化矩阵！
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑏′ = (𝑏′1, ⋯ , 𝑏′𝑟, 0,⋯ , 0)𝑇

(𝐴′ 𝑏′) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑎′1,𝑟+1 ⋯ 𝑎′1𝑛 𝑏′1
0 1 ⋯ 0 𝑎′2,𝑟+1 ⋯ 𝑎′2𝑛 𝑏′2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑎′𝑟,𝑟+1 ⋯ 𝑎′𝑟𝑛 𝑏′𝑟
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 𝛼′

𝑟+1 ⋯ 𝛼′
𝑛 𝑏′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

最后一列无主 1

非自由未知量：
𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , ⋯ , 𝑥𝑗𝑟

非自由未知量
放在左端，自由
未知量移至右端

一般解：⏟
无穷多

(非自由) 𝑥𝑗𝑘 = 𝑏′𝑘− ∑
𝑗≠𝑗1,⋯,𝑗𝑟

𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗 (自由) (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟)
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

线性方程组解的存在性
消元与矩阵的初等行变换

初等行变换与 Gauss 消去法（续，唯一解情形）

（3）𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴 𝑏) = 𝑛，则 𝑟(𝐴′) = 𝑟(𝐴′ 𝑏′) = 𝑛，𝐴′ 行简化，
则 (𝐴′ 𝑏′) 也行简化；

(𝐴′ 𝑏′) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑏′1
0 1 ⋯ 0 𝑏′2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑏′𝑛
0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑛 𝑏′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

最后一列无主 1

非自由未知量：
𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛

非自由未知量
放在左端，没有
自由未知量

𝐴𝑥 = 𝑏 有唯一解，𝑥 = (𝑏′1, 𝑏′2, ⋯ , 𝑏′𝑛)𝑇；（𝑏′ 的前 𝑛 个分量，
𝑚 ≥ 𝑛）
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

行变换求解齐次方程

𝐴(
𝐴𝛼𝑗=0, 1≤𝑗 𝑙𝑒𝑘

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝛼1 + 𝑐2𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑘𝛼𝑘) = 𝑐1
=0
⏞𝐴𝛼1 +𝑐2

=0
⏞𝐴𝛼2 +⋯+ 𝑐𝑘

=0
⏞𝐴𝛼𝑘 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝛼=𝑐1𝛼1+𝑐2𝛼2+⋯+𝑐𝑘𝛼𝑘也是𝐴𝑥=0的解，齐次方程解的线性组合还是解

𝐴
有限次
⟶ ⋯

行变换
⟶⏟⏟⏟⏟⏟

对应初等矩阵𝑃𝑖(1≤𝑖≤𝑘)
𝐴′ =

=𝑃可逆
⏞⏞⏞⏞⏞𝑃𝑘 ⋯𝑃2𝑃1 𝐴⏟⏟⏟⏟⏟

𝑃𝐴

𝐴′ = 𝑃𝐴
𝐴 = 𝑃−1𝐴′

𝐴𝑥 = 0 ⇒ 𝑃𝐴𝑥 = 0 {𝑥| 𝐴𝑥 = 0} ⊆ {𝑥|𝐴′𝑥 = 0}
𝐴′𝑥 = 0 ⇒ 𝑃−1𝐴′𝑥 = 0 {𝑥| 𝐴′𝑥 = 0} ⊆ {𝑥|𝐴𝑥 = 0}⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴𝑥=0与𝐴′𝑥=0同解, 𝑟(𝐴)=𝑟(𝐴′), 𝐴 𝑟⟶𝐴′ ⇒ 𝑁(𝐴)=𝑁(𝐴′)

▶ 𝐴𝑥 = 0 的解空间 𝑁(𝐴) = 𝐾(𝐴) = {𝑥| 𝐴𝑥 = 0}（零空间、
核），关于加法、数乘封闭；行变换不改变零空间。
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

行变换求解齐次方程（续，分量形式的一般解）

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，𝑟(𝐴) = 𝑛，𝐴𝑥 = 0 只有零解。

𝐴 𝑟⟶ 𝐴′行简化梯形阵⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑟(𝐴)=𝑟(𝐴′)=𝑟<𝑛

, 1 ≤ 𝑗1 < 𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑟 ≤ 𝑛⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
“主 1”的列指标

𝐴𝑥 = 0 解无穷！

𝐴′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑎′1,𝑟+1 ⋯ 𝑎′1𝑛
0 1 ⋯ 0 𝑎′2,𝑟+1 ⋯ 𝑎′2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑎′𝑟,𝑟+1 ⋯ 𝑎′𝑟𝑛
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 𝛼′

𝑟+1 ⋯ 𝛼′
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

非自由未知量：
𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , ⋯ , 𝑥𝑗𝑟
假定𝑗1 = 1,⋯ , 𝑗𝑟 = 𝑟

非自由未知量
放在左端，自由
未知量移至右端

一般解：⏟
无穷多

(非自由) 𝑥𝑗𝑘 = − ∑
𝑗≠𝑗1,⋯,𝑗𝑟

𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗 (自由) (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟)
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

行变换求解齐次方程（续，向量形式的一般解）

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
𝑟⟶ 𝐴′ 行简化梯形阵，𝑟(𝐴) = 𝑟 < 𝑛，

假定 𝑗1 = 1,⋯ , 𝑗𝑟 = 𝑟，一般解可表示为

𝑥1 = −𝑎′1,𝑟+1𝑥𝑟+1 −𝑎1,𝑟+2𝑥𝑟+2 ⋯ −𝑎′1𝑛𝑥𝑛
𝑥2 = −𝑎′2,𝑟+1𝑥𝑟+1 −𝑎′2,𝑟+2𝑥𝑟+2 ⋯ −𝑎′2𝑛𝑥𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝑥𝑟 = −𝑎′𝑟,𝑟+1𝑥𝑟+1 −𝑎′𝑟,𝑟+2𝑥𝑟+2 ⋯ −𝑎′𝑟𝑛𝑥𝑛 分量形式
𝑥𝑟+1 = +1 ⋅ 𝑥𝑟+1 +0 ⋅ 𝑥𝑟+2 ⋯ +0 ⋅ 𝑥𝑛
𝑥𝑟+2 = +0 ⋅ 𝑥𝑟+1 +1 ⋅ 𝑥𝑟+2 ⋯ +0 ⋅ 𝑥𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
𝑥𝑛 = +0 ⋅ 𝑥𝑟+1 +0 ⋅ 𝑥𝑟+2 ⋯ +1 ⋅ 𝑥𝑛

𝑥 = +𝜂1 ⋅ 𝑥𝑟+1 𝜂2 ⋅ 𝑥𝑟+2 ⋯ +𝜂𝑛−𝑟 ⋅ 𝑥𝑛 向量形式
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

行变换求解齐次方程（续，向量形式的一般解）

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
𝑟⟶ 𝐴′ 行简化梯形阵，𝑟(𝐴) = 𝑟 < 𝑛：

假定 𝑗1 = 1,⋯ , 𝑗𝑟 = 𝑟，一般解 𝑥𝑟+1𝜂1 + 𝑥𝑟+2𝜂2 +⋯+ 𝑥𝑛𝜂𝑛−𝑟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, 𝑥𝑛 自由未知量，自由赋值

𝜂1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−𝑎′1,𝑟+1
−𝑎′2,𝑟+1

⋮
−𝑎′𝑟,𝑟+1

1
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝜂2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−𝑎′1,𝑟+2
−𝑎′2,𝑟+2

⋮
−𝑎′𝑟,𝑟+2

0
1
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, ⋯ , 𝜂𝑛−𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−𝑎′1𝑛
−𝑎′2𝑛

⋮
−𝑎′𝑟𝑛
0
0
⋮
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

线
性
无
关
，
均
为
解

0 = 𝑐1𝜂1 + 𝑐2𝜂2 +⋯+ 𝑐𝑛−𝑟𝜂𝑛−𝑟 = (∗, ∗,⋯ , ∗⏟
前𝑟个分量

, 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛−𝑟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
均为0

)𝑇
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

行变换求解齐次方程（续，向量形式的一般解）

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛
𝑟⟶ 𝐴′ 行简化梯形阵，𝑟(𝐴) = 𝑟 < 𝑛，

一般情况（不假定 𝑗1 = 1,⋯ , 𝑗𝑟 = 𝑟）：
非自由未知量

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , ⋯ , 𝑥𝑗𝑟 ,
自由未知量，𝑛−𝑟个

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑥𝑗 (𝑗 ∉ {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑟})
𝐴′ 行简化梯形阵，𝐴′𝑥 = 0 第 𝑘 个方程（1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟）：

=𝑥𝑗𝑘

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞∑
𝑗∈{𝑗1,⋯,𝑗𝑟}

𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗 + ∑
𝑗∉{𝑗1,⋯,𝑗𝑟}

𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗 = 𝑎′𝑘1𝑥1 + 𝑎′𝑘2𝑥2 +⋯+ 𝑎′𝑘𝑛𝑥𝑛 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘>𝑟，零行，对应恒等式0=0，省略

𝑥𝑗𝑘 = − ∑
𝑗≠𝑗1,⋯,𝑗𝑟

𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗

(1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟), 𝑟（个方程）⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
方程组

←
令某一个自由未知量𝑥𝑗为1
令其余(𝑛 − 𝑟 − 1)个自由未知量为0
代入方程可得一个𝜂𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑟)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

可重复𝑛−𝑟次，每次赋值得到一个解
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

行变换求解齐次方程（续，基本解组/基础解系）
▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，𝐴 𝑟⟶ 𝐴′ 行简化梯形阵，𝑟(𝐴) = 𝑟 < 𝑛，
𝑥𝑗𝑘 = − ∑

𝑗≠𝑗1,⋯,𝑗𝑟
𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗

(1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟), 𝑟（个方程）⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
方程组

←
令某一个自由未知量𝑥𝑗为1
令其余(𝑛 − 𝑟 − 1)个自由未知量为0
代入方程可得一个𝜂𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 𝑟)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

可重复𝑛−𝑟次，每次赋值得到一个解

可以找到：
线性无关

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛−𝑟,⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴′𝜂𝑗=0 ⇒ 𝐴𝜂𝑗=0

𝐴′𝛼=0, 𝐴′𝑥=0的任意解可如下表出
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝛼 = 𝑐1𝜂1 + 𝑐2𝜂2 +⋯+ 𝑐𝑛−𝑟𝜂𝑛−𝑟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴𝛼=0, 𝐴𝑥=0的任意解可如上表出，通解

𝐴𝑥 = 0 的一组线性无关的解 𝒮 = {𝛽1, 𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑘} 称为 𝐴𝑥 = 0
的一个基本解组/基础解系，如果 𝐴𝑥 = 0 任意解可由 𝒮 表出。
(𝜂1 𝜂2 ⋯ 𝜂𝑛−𝑟) = (𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑘)𝐶𝑘×(𝑛−𝑟) 𝑘 = 𝑛 − 𝑟 ?
(𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑘) = (𝜂1 𝜂2 ⋯ 𝜂𝑛−𝑟)𝐷(𝑛−𝑟)×𝑘 𝐷 = 𝐶−1 ?
基本解组 = (𝜂1 𝜂2 ⋯ 𝜂𝑛−𝑟)𝑋 𝑋 任意可逆 ?
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

非齐次线性方程解的结构

▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，𝑟(𝐴) ≠ 𝑟(𝐴 𝑏)，𝐴𝑥 = 𝑏 无解；
▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴 𝑏) = 𝑛，𝐴𝑥 = 𝑏 有唯一解；
▶ 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛，𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴 𝑏) = 𝑟 < 𝑛，𝐴𝑥 = 𝑏 有无穷多解：

𝐴𝜂0 = 𝑏,
𝐴𝑥=0的基本解组

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝜂1, 𝜂2, ⋯ , 𝜂𝑛−𝑟 ⇒
𝛽 是𝐴𝑥=𝑏 任意解 ⇒

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝐴𝛽 = 𝑏, 𝐴(𝛽 − 𝜂0) = 𝑏 − 𝑏 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛽−𝜂0 是 𝐴𝑥=0（导出组）的解

𝐴𝛼 = 0, 𝐴(𝛼 + 𝜂0⏟
=𝛽

) = 𝑏 𝜂0 +
𝐴𝑥=0 通解

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑐1𝜂1 + 𝑐2𝜂2 + ⋯+ 𝑐𝑛−𝑟𝜂𝑛−𝑟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴𝑥=𝑏 通解

计算 𝐴𝑥 = 𝑏 通解：（1）(𝐴 𝑏) 𝑟⟶ (𝐴′ 𝑏′)（行简化梯形阵）；（2）
分辨“主 1”，从而分辨自由未知量；（3）自由未知量赋值计算
𝐴𝑥 = 0 的基础解系与 𝐴𝑥 = 𝑏 的一个特解。
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

非齐次线性方程解的结构（续，计算）

(𝐴′ 𝑏′) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 ⋯ 0 𝑎′1,𝑟+1 ⋯ 𝑎′1𝑛 𝑏′1
0 1 ⋯ 0 𝑎′2,𝑟+1 ⋯ 𝑎′2𝑛 𝑏′2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 𝑎′𝑟,𝑟+1 ⋯ 𝑎′𝑟𝑛 𝑏′𝑟
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 0
𝑒1 𝑒2 ⋯ 𝑒𝑟 𝛼′

𝑟+1 ⋯ 𝛼′
𝑛 𝑏′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

最后一列无主 1

非自由未知量：
𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , ⋯ , 𝑥𝑗𝑟

非自由未知量
放在左端，自由
未知量移至右端

特
解
𝜂0

←
1≤𝑘≤𝑟, 𝐴′𝑥=𝑏′ 前𝑟个方程

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑥𝑗𝑘 = 𝑏′𝑘 − ∑
𝑗≠𝑗1,⋯,𝑗𝑟

𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

自由未知量均赋0

1≤𝑘≤𝑟, 𝐴′𝑥=0 前𝑟个方程
⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑥𝑗𝑘 = − ∑

𝑗≠𝑗1,⋯,𝑗𝑟
𝑎′𝑘𝑗𝑥𝑗

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
一个自由未知量为 1，其余为 0

←
基
础
解
系
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

非齐次线性方程解的结构（续，例子）

(𝐴′ 𝑏′) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 1 0 4 0 −1
0 0 1 9 0 1 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 5
0 0 0 0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

𝛼′
1 𝛼′

2 𝛼′
3 𝛼′

4 𝛼′
5 𝛼′

6 𝛼′
7 𝑏′

𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

非自由未知量：
𝑥2, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥7
放在左端，

自由未知量：
𝑥1, 𝑥4, 𝑥6
移至右端

𝑥2 + 𝑥4 + 4𝑥6 = −1
𝑥3 + 9𝑥4 + 𝑥6 = 0
𝑥5 − 𝑥6 = 5
𝑥7 = −2⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴′𝑥=𝑏′的前 4 个方程

𝑥2 = −1 − 𝑥4 − 4𝑥6
𝑥3 = 0 − 9𝑥4 − 𝑥6
𝑥5 = 5 + 𝑥6
𝑥7 = −2⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐴𝑥=𝑏的一般解/通解

赋值𝑥1 = 𝑥4 = 𝑥6 = 0
计算𝑥2 = −1, 𝑥3 = 0
计算𝑥5 = 5, 𝑥7 = −2
(0,−1, 0, 0, 5, 0,−2)𝑇⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=𝜂0 𝐴𝑥=𝑏的特解
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

非齐次线性方程解的结构（续，例子）

𝐴′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 1 0 4 0
0 0 1 9 0 1 0
0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

𝛼′
1 𝛼′

2 𝛼′
3 𝛼′

4 𝛼′
5 𝛼′

6 𝛼′
7

𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑥2 + 𝑥4 + 4𝑥6 = 0
𝑥3 + 9𝑥4 + 𝑥6 = 0
𝑥5 − 𝑥6 = 0
𝑥7 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴′𝑥=0的前 4 个方程

非自由未知量𝑥2, 𝑥3, 𝑥5, 𝑥7
放在左端，自由未知量
𝑥1, 𝑥4, 𝑥6移至右端

𝑥2 = −𝑥4 − 4𝑥6
𝑥3 = −9𝑥4 − 𝑥6
𝑥5 = 𝑥6
𝑥7 = 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐴𝑥=0的一般解/通解

𝑥1 ∶= 1, 𝑥4 ∶= 0, 𝑥6 ∶= 0 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥5 = 𝑥7 = 0
𝑥1 ∶= 0, 𝑥1 ∶= 1, 𝑥6 ∶= 0 { 𝑥2 = −1, 𝑥3 = −9

𝑥5 = 𝑥7 = 0
𝑥1 ∶= 0, 𝑥4 ∶= 0, 𝑥6 ∶= 1 { 𝑥2 = −4, 𝑥3 = −1

𝑥5 = 1, 𝑥7 = 0
王征宇 第三章 线性方程组
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线性方程组解的存在唯一性
线性方程组解的结构与表示

齐次方程的基本解组
非齐次线性方程组的通解

非齐次线性方程解的结构（续，例子）

𝑥1 ∶= 1, 𝑥4 ∶= 0, 𝑥6 ∶= 0 ⇒ 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥5 = 𝑥7 = 0
⇒ (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)𝑇 = 𝜂1

𝑥1 ∶= 0, 𝑥4 ∶= 1, 𝑥6 ∶= 0 ⇒ 𝑥2 = −1, 𝑥3 = −9, 𝑥5 = 𝑥7 = 0
⇒ (0,−1,−9, 1, 0, 0, 0)𝑇 = 𝜂2

𝑥1 ∶= 0, 𝑥4 ∶= 0, 𝑥6 ∶= 1 ⇒ 𝑥2 = −4, 𝑥3 = −1, 𝑥5 = 1, 𝑥7 = 0
⇒ (0,−4,−1, 0, 1, 1, 0)𝑇 = 𝜂3

▶ 𝐴𝑥 = 0 的基础解系 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3，通解 𝑐1𝜂1 + 𝑐2𝜂2 + 𝑐3𝜂3；

𝑁(𝐴) = {𝑥| 𝐴𝑥 = 0} = {𝑐1𝜂1 + 𝑐2𝜂2 + 𝑐3𝜂3| 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℂ}
▶ 𝐴𝑥 = 𝑏 的通解 𝑐1𝜂1 + 𝑐2𝜂2 + 𝑐3𝜂3 + 𝜂0。
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